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Lời nói đầu 


Cơ học lượng tử là bộ môn mở đầu của vật lý lượng tử. Đối tượng nghiên 
cứu của nó rất rộng rãi, từ những hạt sơ cấp đơn giản như electron, 
proton...đến những hệ vi mô phức tạp như nguyên tử, phân tử. Phạm vi 
nghiên cứu của cơ học lượng tử còn mở rộng hơn khi tính đến hiệu ứng 
tương đối tính của các hạt chuyển động với vận tốc lớn. Như vậy, việc 
nghiên cứu cơ học lượng tử là không thể thiếu được đối với những ai 
nghiên cứu về vật lý mà nói riêng là sinh viên ngành vật lý. Theo các tài 
liệu hiện hành, hiện nay đang có nhiều cách khác nhau trong việc trình 
bày nội dung của cơ học lượng tử. vấn đề này tùy thuộc vào ý đồ của 
từng tác giả. Mỗi cách có một ưu, nhược điểm riêng và phụ thuộc vào 
các kiến thức toán học hỗ trỢ tương ứng. Giáo trình này được tổ chức 
thành 09 chương, bao gồm: 

-Chương 1 và chương 2 trình bày các cơ sở vật lý và toán học dẫn đến 
việc hình thành và xây dựng môn cơ học lượng tử. Các tiên đề cơ bản 
của cơ học lượng tử được trình bày ở chương 3. Phương trình cơ bản 
của cơ học lượng tử (phương trình Schrodinger) được đưa vào ở chương 
4, trong đó khảo sát cả phần phụ thuộc thời gian và cả phần không phụ 
thuộc thời gian. Một số bài toán đơn giản có tính kinh điển của cơ học 
lượng tử cũng được khảo sát chi tiết ở chương này. Chương 5 khảo sát 
sự biến thiên của các đại lượng động lực theo thời gian, từ đó phân tích 
sự hên quan giữa tính đối xứng của không-thời gian và các định luật bảo 
toàn. 

- Chương 6 trình bày việc ứng dụng cơ học lượng tử để giải quyết 
bài toán chuyển động trong trường xuyên tâm, trong đó khảo sát chi tiết 
năng lượng là hàm sóng của electron trong nguyên tử Hydro. Chương 
7 trình bày khái niệm biểu diễn để làm cơ sở cho chương 8 đề cập đến 
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Lời nói đầu 


khái niệm spin và hệ hạt đồng nhất và nguyên lý loại trừ Pauli. Chương 
9 trình bày đại cương về lý thuyết nhiễu loạn để làm cơ sở cho các phép 
tính gần đúng sau này. 

Để thuận tiện cho sinh viên trong học tập, cuối mỗi chương là các bài 
tập áp dụng với các hướng dẫn ngắn gọn về cách giải. 

Giáo trình này được biên soạn chủ yếu dựa trên bài giảng của các tác 
giả qua nhiều năm giảng dạy bộ môn này và có tham khảo nhiều tài liệu 
có hên quan ở trong và ngoài nước. Trong quá trình biên soạn chúng tôi 
cố gắng trình bày các chương mục một cách ngắn gọn và dễ hiểu, chỉ sử 
dụng các công cụ toán học cần thiết để giảm biết khó khăn cho sinh viên, 
đồng thời để nêu bật được các khái niệm vật lý. Tác giả rất mong sự góp 
ý xây dựng để tập tài liệu này ngày càng hoàn thiện hơn. 

Huế, tháng 8 năm 2011 
Nhóm tác giả 
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Chương 1 


Cơ sở vật lý của cơ học lượng tử 

§ MỤC TIÊU CỦA CHƯƠNG 

• Mục tiêu của chương này là trình bày quá trình hình thành và phát triển 
của cơ học lượng tử, trong đó lưỡng tính sóng -hạt của vật chất và giả thuyết 
De Broglie về tính chất sóng của hạt vật chất được khảo sát một cách chi tiết 
làm cơ sở cho các nghiên cứu tính chất thống kê của cơ học lượng tử. 

• Sau khi học xong chương này, sinh viên sẽ hiểu được sự hình thành cơ 
học lượng tử về mặt lịch sử cùng các nội dung cơ bản của nó, sinh viên cũng 
sẽ nắm được khái niệm hàm sóng của hạt vi mô và tính chất cơ bản của hàm 
sóng, đồng thời giải được một số bài toán liên quan đến việc chuẩn hoá hàm 
sóng, xác suất tìm hạt chuyển động trong một không gian đã cho. 

§ 1 CÁC ĐẶC ĐIỂM CỦA VẬT LÝ HỌC cỏ ĐIỂN 

Cuối thế kỷ 19 vật lý học được xây dựng hầu như hoàn thiện và thường 
được gọi là vật lý học cổ điển, bao gồm ba ngành chủ yếu, đó là cơ học cổ điển, 
thuyết điện từ và nhiệt động lực học. Trong vật lý học cổ điển, người ta phân 
biệt hai dạng vật chất chủ yếu, đó là hạt và sóng. Vật lý học cổ điển cho rằng 
hạt được đặc trưng bởi năng lượng E và xung lượng p, trong lúc đó sóng được 

đặc trưng bởi biên độ và vectơ sóng k {\k\ — 27r/A) chỉ hướng truyền của sóng. 
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Chương 1. Cơ sở vật lý của cơ học lượng tử 


Hạt và sóng biểu hiện các tính chất hoàn toàn khác nhau, loại trừ lẫn nhau. 
Dựa vào tính chất của hạt và sóng mà vật lý học cổ điển có bốn đặc điểm sau 
đây. 

(1) Tính đối lập giữa hạt và sóng 

<c> Hạt là một dạng vật chất có các tính chất chủ yếu sau: 

+ Hạt có vị trí xác định trong không gian tại mọi thời điểm; 

+ Hạt có biên giới xác định, làm hạt tách biệt với các đối tượng vật chất 
khác; 

+ Hạt có quỹ đạo xác định khi chuyển động. 

Trong một hệ hạt, mỗi hạt giữ được tính cá thể của mình, nghĩa là chúng ta có 
thể theo dõi chuyển động của từng hạt riêng rẽ, ngay cả trong trường hỢp hệ 
gồm những hạt đồng nhất như nhau. Đặc trưng chủ yếu của hạt là gây ra hiện 
tượng va chạm. 

<c> Sóng là một dạng vật chất, đó là sự kích thích vật chất, lan truyền trong 
không gian và mang năng lượng. Nói một cách khác, sóng là sự truyền dao động 
trong không gian và theo thời gian. Đặc trưng cơ bản của sóng là gây ra hiện 
tượng giao thoa và nhiễu xạ. 

Sóng thường gặp nhất là sóng đàn hồi, đó là sự lan truyền dao động cơ học 
trong môi trường đàn hồi. Sóng điện từ là sự lan truyền của dao động điện từ 
trong không gian (kể cả trong chân không). 

Dựa vào dạng của mặt sóng người ta phân biệt sóng phẳng và sóng cầu. Tuỳ 
theo quan hệ giữa phương dao dộng và phương truyền sóng người ta phân biệt 
sóng dọc và sóng ngang. Sóng có đặc tính tuần hoàn theo thời gian (đặc trưng 
bởi chu kỳ T) và không gian (đặc trưng bởi bước sóng A). 

Trong vật lý học cổ điển người ta quan niệm hạt và sóng là loại trừ lẫn nhau. 
Vì hạt có quỹ đạo xác định nên chuyển động của hạt không thể dẫn đến những 
hiện tượng đặc trưng cho sóng như giao thoa, nhiễu xạ...Ngược lại, sóng không 
thể có những hiện tượng đặc trưng cho hạt như va chạm. 
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(2) Tính tất định của các quy luật 

Theo vật lý học cổ điển, các tính chất của hạt (hoặc hệ hạt) đều có thể xác 
định được một cách chính xác. Điều này có nghĩa là cho chính xác vị trí và 
xung lượng của hạt tại thời điểm ban đầu, đồng thời nếu biết được các lực tác 
dụng lên toàn hệ và lực tác dụng lên từng hạt trong hệ thì có thể hoàn toàn 
xác định được trạng thái của hệ tại những thời điểm sau nhờ các phương trình 
cơ bản của cơ học cổ điển (phương trình Newton, các phương trình Lagrange 
hoặc phương trình Hamilton...). 

Như vậy, tất cả các đại lượng động lực trong vật lý học cổ điển đều có giá 
trị hoàn toàn xác định tại mọi thời điểm, hay nói cách khác phép đo trong vật 
lý cổ điển là chính xác. Chính vì lý do đó mà các nhà triết học gọi vật lý học cổ 
điển là có tính tất định (determinism). Đây là một khái niệm triết học thống trị 
trong khoa học cho đến khi có sự ra đời của cơ học lượng tử. Nếu vũ trụ là tất 
định thì bất kỳ một hệ quả nào cũng phải có nguyên nhân. Vì vậy tất cả các 
hiện tượng đều có thể tiên đoán được và giải thích được một cách chính xác 
bởi các quy luật vật lý. 

(3) Tính liên tục của các đại lượng động lực 

Theo vật lý học cổ điển, các quá trình vật lý chỉ có thể diễn ra một cách liên 
tục. Khi các điều kiện đầu và trường ngoài thay đổi thì các đại lượng vật lý đặc 
trưng cho hệ thay đổi một cách liên tục. 

(4) Phép đo không làm nhiễu loạn trạng thái 

Trong vật lý học cổ điển phép đo thực hiện trên các đối tượng vĩ mô không 
làm thay đổi trạng thái của hệ đang đo, người ta nói rằng phép đo không làm 
nhiễu loạn trạng thái của hệ. 

Vật lý học cổ điển thống trị một cách lâu dài và chắc chắn trong khoa học và 
tỏ ra rất hoàn chỉnh trong việc giải thích các hiện tượng tự nhiên. Tuy nhiên, 
đến cuối thế kỷ 19-đầu thế kỷ 20 với sự ra đời của thuyết tương đối trong 
nghiên cứu các hạt chuyển động với vận tốc lớn và yêu cầu nghiên cứu các hạt 
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bên trong nguyên tử và hạt nhân, người ta phát hiện ra rằng vật lý học cổ điển 
không thể giải thích được các tính chất của nguyên tử và phân tử và sự tương 
tác của chúng với bức xạ điện từ. 

Việc nghiên cứu năng lượng của bức xạ nhiệt, các hiện tượng quang điện, 
hiệu ứng Compton đã đi đến kết luận rằng bức xạ điện từ, ngoài tính chất sóng, 
còn có có tính chất hạt. Trong lúc đó, các hạt vi mô lại thể hiện tính chất sóng. 
Từ đó hình thành nên trong vật lý một luận điểm về lưỡng tính sóng-hạt của 
vật chất. Lưỡng tính sóng hạt này là cơ sở cho các lý thuyết của cơ học lượng 
tử nói chung. Sau đây ta sẽ khảo sát một số hiện tượng và giả thuyết làm cơ sở 
cho việc hình thành nên cơ học lượng tử. 

§ 2 TÍNH CHẤT HẠT CỦA BỨC XẠ 

Trong mục này ta sẽ làm sáng tỏ sự bất lực của vật lý học cổ điển trong việc 
giải thích một số hiện tượng vi mô như bức xạ nhiệt, hiệu ứng quang điện và 
hiệu ứng Compton. Các hiện tượng chỉ có thể giải thích được bằng cách đưa ra 
khái niệm tính chất hạt của bức xạ. 

2.1 BỨC XẠ NHIỆT VÀ VẬT ĐEN TUYỆT Đốl 

Bức xạ nhiệt là bức xạ do vật ở nhiệt độ T > 0 A (còn gọi là vật nóng) phát 
ra. Các vật thông thường ở nhiệt độ phòng T Rí 300A chủ yếu phát xạ bức xạ 
hồng ngoại {Xmax — 10 mm), đó là bức xạ mà mắt con người không cảm nhận 
được. Khi nung nóng vật, bức xạ do vật phát ra có bước sóng giảm dần từ bức 
xạ hồng ngoại đến bức xạ khả kiến. Tuy nhiên, bức xạ do vật thông thường 
phát ra phụ thuộc không chỉ vào nhiệt độ mà còn phụ thuộc vào các tính chất 
khác của vật, chẳng hạn như hình dạng của vật, tính chất của bề mặt, bản chất 
của chất tạo nên vật... Nó cũng phụ thuộc vào việc vật phản xạ các bức xạ đến 
bề mặt của nó nhiều hay ít. Để tránh các khó khăn này người ta thường chọn 
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Hình 1.1; Mô hình của một vật đen tuyệt đối 


vật bức xạ sao cho bề mặt của nó hấp thụ hoàn toàn các bức xạ chiếu đến. Vật 
như thế được gọi là vật đen tuyệt đối. Trong thực tế không có vật đen tuyệt 
đối, chỉ ở những khoảng bước sóng nào đó một số vật có thể có những tính chất 
gần với vật đen tuyệt đối. Chẳng hạn như trong miền bức xạ khả kiến thì bồ 
hóng và nhung đen có thể coi là vật đen tuyệt đối. Mẫu vật đen tuyệt đối hoàn 
hảo hơn là một lò kín không trong suốt, thành trong bôi đen và chỉ có một lỗ 
nhỏ o. Khi lò nguội ánh sáng từ bên ngoài đi vào đi qua lỗ nhỏ vào bên trong lò 
và khả năng đi ra khỏi lò là rất bé. Thật vậy, cứ mỗi lần phản xạ thành lò hấp 
thụ một phần năng lượng của bức xạ tới. Sau nhiều lần phản xạ năng lượng 
của bức xạ tới sẽ mất dần và cường độ bức xạ khi ra khỏi lò rất nhỏ so với 
cường độ bức xạ tới và có thể xem như bằng không (hình l.la). Khi lò nóng, 
ánh sáng phát ra ở bên trong lọt qua lỗ để ra ngoài, lúc này lò trở thành một 
nguồn phát bức xạ nhiệt (hình l.lb). 

2.2 ĐỊNH LUẬT STEFAN-BOLTZMANN 

Năm 1879 bằng thực nghiệm Joseph Steían đã tìm thấy rằng năng lượng 
toàn phần của bức xạ đối với một đơn vị diện tích bề mặt của vật đen (còn 
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được gọi là mật độ dòng năng lượng hoặc năng suất phát xạ) tỉ lệ với luỹ thừa 
bậc bốn của nhiệt độ tuyệt đối: 


Q^ơT\ ( 1 . 1 ) 

trong đó cr — 5.67 X 10“®Wm~^K~^ là hằng số Stefan-Boltzmann. Biểu thức này 
được Ludwig Boltzmann chứng minh lý thuyết bằng phương pháp kết hỢp giữa 
nhiệt động lực học và thuyết điện từ của Maxwell. Biểu thức (1.1) được gọi là 
định luật Stefan-Boltzmann và được các nhà thiên văn học sử dụng để tính độ 
sáng, bán kính hoặc nhiệt độ hiệu dụng của mặt trời và các sao. 


2.3 ĐỊNH LUẬT RAYLEIGH-JEANS VÀ sự KHỦNG HOẢNG 
ở MIỀN TỬ NGOẠI. 


Định luật Rayleigh-Jeans diễn tả 
sự phân bố năng lượng trong phổ của 
vật đen như là hàm của nhiệt độ. Định 
luật này có thể viết dưới dạng: 

u{ư) = ( 1 . 2 ) 

trong đó u{ư) là mật độ năng lượng 
của bức xạ vật đen ứng với một đơn 
vị tần số ư, c là vận tốc ánh sáng, T 
là nhiệt độ tuyệt đối, là hằng số 
Boltzmann (ks — 1,38.10“^^J/A). 

Công thức này được thiết lập bởi 
Rayleigh năm 1900 trên cơ sở xem các 


u(v) 



Hình 1.2: Phổ phát xạ của vật đen tuyệt đối. 
Đường liền nét là đường cong thực nghiệm. 
Đường đứt nét là đường cong theo công thức 
Raleigh-Jeans 


bức xạ điện từ được phát ra trong hốc của vật đen như là một hệ sóng đứng. 
Ông cho rằng hệ sóng đứng này tương đương với các dao động tử điều hoà cổ 
điển của các hạt tích điện ở các thành của hốc. Từ năm 1905 đến 1909, J. Jeans 
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đã áp dụng phương pháp vật lý thống kê để khảo sát hệ sóng đứng trong hốc 
của vật đen và thu được phương trình như của Rayleigh. 

Định luật Rayleigh-Jeans chỉ phù họp với thực nghiệm ở miền tần số thấp 
(bước sóng dài). Khi tần số tăng lên mật độ năng lượng bức xạ tăng không giới 
hạn. Sự sai khác giữa lý thuyết và thực nghiệm này bắt đầu từ miền tử ngoại. 
Hơn nữa nếu lấy tích phân biểu thức (1.2) trên toàn miền biến thiên của tần 
số ta sẽ được một đại lượng vô cùng lớn. Đây là thất bại đầu tiên của vật lý 
học cổ điển về việc nghiên cứu bức xạ vật đen, các nhà vật lý gọi sự sai khác 
này là “sự khủng hoảng ở miền tử ngoại”. Hình (1.2) chỉ phổ phát xạ của vật 
đen theo công thức Raleigh-Jeans và thực nghiệm. Bế tắc này tồn tại trong suốt 
một thời gian dài ở cuối thế kỷ 19 và chỉ được giải quyết khi có sự ra đời của 
thuyết lượng tử năng lượng của Planck năm cuối năm 1900. 


2.4 THUYẾT LƯỢNG TỬ NĂNG LƯỢNG CỦA PLANCK 


Để khắc phục sự khủng hoảng ở vùng tử ngoại gây ra do hệ quả của công 
thức Raleigh-Jeans mà cơ sở của nó dựa trên sự liên tục của năng lượng của 
sóng, Planck ^ đã cho rằng năng lượng của bức xạ nhiệt bị hấp thụ hay phát 
xạ không phải có giá trị bất kỳ mà bao giờ cũng là một bội số nguyên của một 
lượng năng lượng nguyên tố, được gọi là lượng tử năng lượng. Độ lớn của 
lượng tử năng lượng tỉ lệ với tần số bức xạ (tỉ lệ nghịch với bước sóng) theo 
công thức: 


£ — hư — h 


c 

Ã’ 


(1.3) 


trong đó hệ số h — 6,625.10“^^J.S là hằng số tác dụng, sau đó được gọi là hằng 
số Planck. 

Về mặt lý thuyết Planck vẫn giữ ý tưởng của Rayleigh coi hệ sóng đứng 


^Planck, Max Karl Ernst Ludwig (1858 - 1947): Nhà vật lý người Đức, nghiên cứu về sự phân bố 
phổ của bức xạ nhiệt và đã đưa ra thuyết lượng tử năng lượng (1900) mà nhờ đó ông được giải Nobel 
vật lý năm 1918 
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trong hốc là các dao động tử nhưng đây là các dao động tử lượng tử. Vì vậy, 
trong công thức (1.2) số hạng kT là năng lượng trung bình của dao động tử cổ 
điển được thay bằng năng lượng trung bình của dao động tử điều hoà lượng tử 
exp{hư/kBT) — 1. Từ đó công thức Rayleigh-Jeans được thay bằng công thức 
Planck: 


u{ư,T) = 




hư 


(1,4) 


g 


Từ công thức Planck ta có thể suy ra công thức Rayleigh-Jeans và định luật 
Stefan-Boltzmann. Thật vậy, ở miền tần số bé hư <c ksT thì exp{hư/ksT) = 
l + hư/ksT, lúc đó công thức (1.4) trở thành công thức (1.2). Ngoài ra, nếu lấy 
tích phân (1.4) theo toàn bộ miền biến thiên của tần số, ta được 


QiT) = 




hư 


hư 

g/csT — 



dư. 


(1.5) 


Tích phân trên được tính bằng cách đặt X — hư/kBT và sử dụng tích phân đặc 
biệt -^^dx = ta được kết quả: 


Q(T) = aT\ 


( 1 . 6 ) 


Đây chính là định luật Stefan-Boltzmann như ở (1.1). 

Ví dụ 2.1 

a) Chứng tỏ rằng cực đại của mật độ năng lượng bức xạ trong biểu thức 
(1.4) xảy ra đối với bước sóng có dạng \max — b/T, với T là nhiệt độ, b là một 
hằng số cần được xác định. 

b) Dùng hệ thức tìm được từ câu a) để ước tính nhiệt độ trên bề mặt một 
ngôi sao nếu phổ bức xạ mà nó phát ra có cực đại ở bước sóng 446 nm. Tìm 
cường độ bức xạ phát ra bởi ngôi sao này. 

c) ước tính bước sóng và cường độ của bức xạ phát ra bởi một dây tóc bóng 
đèn ở nhiệt độ 3300 K. 


Lời giải 
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a) Vì V — cỊX, nên 


dv — 


dư 

d\ 


dX — ^dX. 


Mật độ năng lượng bức xạ trong (1.4) có thể biểu diễn dưới dạng phụ thuộc 
vào bước sóng 


u 


(\,T)=u(v,T) 


dư 


dX 


Sĩĩhc 


1 


^5 Qhc/XksT _ ■ 


Cực đại của ủ{X,T) ứng với dủ{X,T)/dX = 0 cho ta 


Sĩĩhc 


-5(1 - + 


hc 

Xk BT 


^hc/Xk_BT 
ị^Qhc/Xk_BT _ 'ỲỸ' 


= 0 , 


từ đó: 

í = 5(1 - (1.7) 

trong đổ a — hc/ksT. 

Đặt a/X — 5 — e, thay vào (1.7) ta được 5 — £ = 5 — Giải ra ta được 

£ Ri 5e-^ = 0,0337, vì vậy a/A = 5 - 0,0337 = 4,9663. 

Bước sóng ứng với cực đại của mật độ năng lượng trong công thức (1.4) 
được tính như sau: 


hc 1 2898,9 X 10 K ^ 

^ 4, 9663A;b T ^ f ■ ’ 


Biểu thức này được gọi là định luật dịch chuyển Wein chỉ mối quan hệ tỉ lệ 
nghịch giữa bước sóng cực đại và nhiệt độ. b) Áp dụng công thức (1.8), ta tính 
được nhiệt độ bề mặt của sao 


T = 


2898,9 X lO-^^m K 
446 X 10“^m 


~ 6500 K. 


(1.9) 


Sử dụng định luật Stefan-Boltzmann (1.6) và giả sử rằng ngôi sao phát xạ như 
một vật đen, ta có thể tính năng suất phát xạ toàn phần tại bề mặt của sao: 


5,67 X 10”® w m-2 X (6500 xy ~ 101, 2 X 10^ w m-2. 
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c) Bước sóng cực đại của bức xạ do dây tóc phát ra ở nhiệt độ 3300 K là 


, 2898,9 X 10-^ mK _ 

^max — -~ 878,45 nm. 

3300 K 


Năng suất bức xạ toàn phần là 

V = ơT^^ 5,67 X 10”® w m-2 iy-4 X (3300 K)^ ~ 6, 7 X 10® m-2. 

§ 3 THUYẾT LƯỢNG TỬ ÁNH SÁNG CỦA EINSTEIN 
3.1 HIỆU ỨNG QUANG ĐIỆN 



Hình 1.3: Hình bên trái: Thiết bị dùng để nghiên cứu hiện tượng quang điện. Hình bên phải: 
Sự phụ thuộc của dòng quang điện vào hiệu điện thế. 

Hiệu ứng quang điện được trình bày chi tiết ở giáo trình quang học, ở đây 
chỉ trình bày tóm tắt bản chất của hiện tượng, các quy luật của hiệu ứng quang 
điện ngoài để có cơ sở đưa ra lý thuyết photon của Einstein nhằm giải thích 
hiện tượng này. 

Chùm ánh sáng đơn sắc chiếu vào một đĩa kim loại A sẽ làm giải phóng các 
electron khỏi bề mặt kim loại. Các electron này (quang electron) sẽ tạo nên dòng 
điện nếu giủa 2 bản A và B có một hiệu điện thế. Dòng điện đó được gọi là dòng 
quang điện và được đo bởi điện kế G. Sự phụ thuộc của dòng quang điện vào 
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hiệu điện thế Uab đặt vào hai bản A,B được mô tả ở hình vẽ trên. Nếu Uab đủ 
lớn thì dòng quang điện sẽ đạt giá trị giới hạn và được gọi là dòng quang điện 
bão hòa. Nếu ta đổi dấu của Uab thì dòng quang điện không giảm đột ngột đến 
giá trị 0, điều này chứng tỏ các quang electron bay ra từ bản A có một vận tốc 
hữu hạn nào đó. Với vận tốc đó một số electron sẽ dịch chuyển đến bản B mặc 
dù điện trường giữa A và B lúc này hướng từ A đến B nghĩa là ngược hướng 
với chuyển động của electron. 

Với một hiệu điện thế nghịch Uh đủ lớn thì dòng quang điện triệt tiêu. Uh 
được gọi là hiệu điện thế hãm. Như vậy vận tốc ban đầu cực đại của quang 
electron liên hệ với hiệu điện thế hãm theo công thức 

\^'4max = ( 1 . 10 ) 

3.2 CÁC ĐỊNH LUẬT QUANG ĐIỆN 

Thực nghiệm đã đưa ra được các định luật sau về hiệu ứng quang điện: 

• Định luật về giới hạn quang điện: Hiệu ứng quang điện chỉ xảy ra khi bước 
sóng của ánh sáng tới A nhỏ hơn một giá trị Ao = hc/A nào đó được gọi 
là giới hạn quang điện, với A là công thoát của electron ra khỏi kim loại. 

• Định luật về dòng quang điện bảo hòa: Cường độ dòng quang điện bảo hòa 
tỉ lệ với cường độ ánh sáng tới (khi A < Ao). 

• Định luật về vận tốc ban đầu của quang electron: Vận tốc ban đầu của 
quang electron không phụ thuộc vào cường độ ánh sáng tới mà tỉ lệ bậc 
nhất với tần số ánh sáng tới. 

Thuyết sóng về ánh sáng không thể giải thích được các định luật này của 
hiệu ứng quang điện. Theo thuyết này thì năng lượng của ánh sáng là một đại 
lượng liên tục và tỉ lệ với cường độ sáng, do đó khi năng lượng của ánh sáng 
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tới lớn thì electron sẽ nhận được nhiều năng lượng và hiện tượng quang điện 
sẽ xảy ra không phụ thuộc vào bước sóng ánh sáng tới. 

3.3 THUYẾT LƯỢNG TỬ ÁNH SÁNG CỦA EINSTEIN 


Dựa trên thuyết lượng tử năng lượng của Planck, Einstein ^ cho rằng lượng 
tử năng lượng không chỉ là một tính chất đặc thù của bức xạ nhiệt của vật đen 
tuyệt đối mà là tính chất chung của mọi bức xạ điện từ. Năng lượng của sóng 
điện từ được truyền đi không phải dưới dạng một dòng liên tục mà dưới dạng 
từng phần tử rất nhỏ gọi là lượng tử. Như vậy có thể coi bức xạ điện từ được 
cấu tạo từ các hạt rất nhỏ gọi là photon. Mỗi photon ứng với bức xạ tần số có 
năng lượng: 

E — hư. (1.11) 


Vì photon được coi là hạt ánh sáng nên nó có khối lượng và xung lượng. Theo 
thuyết tương đối khối lượng của photon là: 


E hư 


và xung lượng là: 


Nếu dùng vectơ sóng: 




hư h 
p — mc — — = —. 

c A 


( 1 . 12 ) 


(1.13) 


27r 


k với 1^1 = ^ thì (1.13) được viết lại như sau : 

A 

p — — hk với 'Ềl- (1-14) 

27r 27r 

Bây giờ ta dùng thuyết photon để giải thích các định luật quang điện: 


^Einstein, Albert (1879-1955), Người Mỹ gốc Đức, nhà vật lý nổi tiếng thế giới nhờ phát minh ra 
thuyết tương đối đặc biệt và thuyết tương đối tổng quát, ông cũng đưa ra thuyết photon liên quan 
đến bản chất hạt của ánh sáng, ông được gải Nobel vật lý năm 1921 nhờ công lao đóng góp cho vật 
lý lý thuyết và đặc biệt là việc phát minh ra thuyết photon đế giải thích các định luật của hiệu ứng 
quang điện. 
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Chùm ánh sáng tới bề mặt kim loại được coi là một chùm photon. Khi một 
hạt photon va chạm với một electron thì nó sẽ truyền toàn bộ năng lượng của 
mình cho electron. Electron sử dụng năng lượng này để làm hai việc: một là tự 
giải phóng mình, nghĩa là thoát khỏi lực liên kết của tinh thể kim loại, sau đó 
bay ra khỏi kim loại với một vận tốc ban đầu nào đó. Định luật bảo toàn năng 
lượng cho ta: 

= (1.15) 

A 1 

Từ công thức này ta thấy hiệu ứng quang điện chỉ xảy ra khi hc/x > w, hay 
A < hc/w. 

Như vậy, hiệu ứng quang điện chỉ xảy ra khi bước sóng của ánh sáng tới A 
nhỏ hơn giá trị hc/w (được đặt là Ao). Đây chính là nội dung của định luật 
quang điện I. 

Theo quan điểm lượng tử thì cường độ ánh sáng tới bề mặt kim loại được 
xác định bởi số photon tới trong một đơn vị thời gian, trên một đơn vị diện 
tích. Như vậy số quang electron sẽ tỉ lệ với số photon tới, điều đó có nghĩa là 
cường độ dòng quang điện tỉ lệ với cường độ ánh sáng tới, đây là nội dung của 
định luật quang điện II. Từ 1.15 ta suy ra: 

= ^ 4 = = ^ - > 1 '- { 1 - 16 ) 

2 A 

Như vậy động năng ban đầu cực đại của quang electron không phụ thuộc vào 
cường độ ánh sáng tới mà phụ thuộc vào bước sóng của nó, đây là nội dung của 
định luật quang điện thứ 3. 

Ví dụ 3.1 

Hai chùm tia ưv có bước sóng là 80 nm và 110 nm chiếu vào bề mặt của 
kim loại chì, các electron quang điện được tạo ra có động năng cực đại lần lượt 
là 11,390 eV và 7,154 eV. 

a) ước tính giá trị bằng số của hằng số Planck 

b) Tính công thoát của chì. 
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Lời giải: 

Theo công thức (1.16), ta có: Eki — 

Eki — Ek2 — 


hc /Ai — tT và Ek 2 — 

hc {\2 - Ai) 

A 1 A 2 


hc /\2 — w, từ đó: 


hay: 


Eki — Ek2 
" ^ A 2 -Ai 

Thay các giá trị các đại lượng đã cho vào phương trình trên, ta tính được giá 
trị của h là 6,627 X 10“^^ Js. 

b) Công thoát của kim loại được tính từ công thức: 

w = ^ - Ejn, 


tính ra ta được: ỊT = 6,627 X 10 = 4,14 eV. 


§ 4 HIỆU ỨNG COMPTON 

Tính chất hạt của ánh sáng còn được thể hiện rõ rệt ở hiện tượng mà 
Compton ^ đã phát hiện năm 1923 khi quan sát sự tán xạ của tia X lên tinh thể 
graphite. Compton đã cho 1 chùm tia X đơn sắc có bước sóng A chiếu vào tinh 
thể graphite thì thấy rằng sau khi đi qua chất này chùm tia X bị tán xạ. Kết 
quả thí nghiệm cho thấy rằng chùm tia tán xạ có bước sóng A' lớn hơn bước 
sóng của tia tới. Độ chênh lệch bước sóng AA = A' — A = Ằc(l — cosớ) chỉ phụ 
thuộc vào góc ớ giữa phương của tia tới và tia tán xạ (góc tán xạ): 

AA = Ac(l — cosớ), (1-17) 

trong đó A (7 = 2,43 10“^^m là một hằng số được xác định từ thực nghiệm. 

Sự thay đổi bước sóng của tia X sau khi bị tán xạ không thể giải thích được 
trên quan điểm sóng. Thực vậy, nếu xem tia X là sóng có bước sóng A thì khi 

^Compton, Arthur Holly (1892-1962), Nhà vật lý học người Mỹ nghiên cứu về tia X và đã tìm ra 
hiệu ứng mang tên mình năm 1923. Hiệu ứng Compton khắng định rằng bức xạ điện từ có lưỡng tính 
sóng hạt, đó là một lý thuyết cơ bản của cơ học lượng tử. ông được giải Nobel vật lý năm 1927 
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tán xạ lên electron của tinh thể, năng lượng của sóng làm cho electron dao động 
và phát ra sóng điện từ có cùng bước sóng với sóng tới. Hiệu ứng Compton chỉ 
có thể giải thích trên quan điểm thuyết lượng tử ánh sáng của Einstein. 

Coi chùm tia X tới không phải là sóng mà là một dòng hạt photon có năng 
lượng E — hư Yầ xung lượng I p I = hư/c. Khi photon va chạm với một electron 
thì photon tới truyền một phần năng lượng của mình cho electron, do đó photon 
tán xạ có năng lượng E' < E, vì thế nó có tần số ư ' < ư hay bước sóng A' > A. 

Bây giờ ta sẽ tính độ dịch chuyển AA của sóng tán xạ. Hình 1.4 chỉ sơ đồ va 

Electron bị lệch hưcmg 
/ Pe 

p, E = hv 

- --- 

Pho ton tới Elechon 

đimg yên 

TRƯỚC VA CHẠM 

Hình 1.4: Tán xạ Compton của photon (năng lượng hư, xung lượng p) với electron tự do 
đứng yên. Sau va chạm photon bị tán xạ một góc 9 với năng lượng hư'. 


SAU VA CHẠM 


Photon 
tán xạ 

p', E' = hv' 


chạm của một photon với một electron. Giả sử ban đầu electron đứng yên. Năng 
lượng và xung lượng của photon trước va chạm là £■ = hc/x Yầ p — h/x, sau 
va chạm là E' — hcỊX Yầ p ' — h/x\ Năng lượng và xung lượng của electron 
trước tán xạ là moC^ và 0, sau tán xạ là mc^ và Pe . Khi áp dụng định luật bảo 
toàn năng lượng và xung lượng, ta được: 

k + ='í' + ( 1 , 18 ) 

A A 


p = Pe+p'- 


( 1 . 19 ) 
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Từ (1.18) ta được: 


2n2 


(mc^) 


h‘^c^ 2 ''2x 2/i^c^ 


+ 


A2À 

2hmQC‘ 


^(A + A' ) 


AA' 

(A - A') + {mQC^f. 


Biểu thức (1.19) cho ta sơ đồ sau: 

Vì Pe — nên ta suy ra: 

PePe^pl+p'^-‘^PP' = ^^(A'Va2-2AA'cosớ) 

Mặt khác, theo thuyết tương đối: 
mc^ — PeC + nĩQC^. Bình phương hai 
vế của hệ thức này rồi thay vào (1.20) 
ta được: 



do đó: 


^ ^2 2 , ^/ 2 ^ 2h^c^ ^ 2hmoơ^ , , 2 n 2 

^{V + A')-^ + í^ + {™„c^)^ 

"" + A^ - 2AA' cos 0) + (moc^)^ 

A' — A = AA = {h/moc){l — cos6). 


( 1 . 20 ) 


Như vậy, công thức (1.17) đã được chứng minh trên cơ sở xem chùm tia X 
là một dòng hạt photon. Độ dịch chuyển Compton AA chỉ phụ thuộc vào góc 
tán xạ 0 mà không phụ thuộc vào bước sóng của bức xạ tới. 

Ví dụ 4.1 

Chứng minh rằng trường hỢp tán xạ không đàn hồi giữa electron và photon 
thì photon không bị hấp thụ do định luật bảo toàn năng - xung lượng. 

Lời giải: 

Giả sử trước va chạm electron đứng yên. Định luật bảo toàn năng lượng và 
xung lượng có dạng: 


hu; + Eo = E{p), 
huj 
c 


( 1 . 21 ) 

( 1 . 22 ) 
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trong đó Eq — rìĩeC^ là năng lượng nghỉ của electron. Năng lượng của electron 
chuyển động có dạng: 

E{p) — c\/rnịc^ + p^. (1.23) 

Bình phương hai vế của (1.21), (1.22) và để ý đến (1.23), ta được: 

h^uj‘^ + 2meC^hu; — c^p^, (1-24) 

= cV. (1.25) 

Khi nĩe ^ 0 thì hai biểu thức này mâu thuẩn nhau. Vì vậy ta có thể kết luận 
rằng tán xạ không đàn hồi giủa một photon và một electron tự do là không xảy 
ra, nghĩa là electron tự do không thể hấp thụ photon. 

§ 5 GIẢ THUYẾT DE BROGLIE - TÍNH CHAT SÓNG CỦA 
HẠT VẬT CHẤT 

5.1 LƯỠNG TÍNH SÓNG HẠT CỦA ÁNH SÁNG 

Như vậy, ta có thể coi photon có các tính chất sau: không có khối lượng nghỉ, 
chuyển động với vận tốc ánh sáng, nó có thể tác dụng như là một hạt nhưng lại 
dịch chuyển như một sóng, nó có thể chịu sức hút của trọng lực mặc dầu không 
có khối lượng nghỉ. Một câu hỏi hắc búa khó trả lời nhất là ánh sáng thực ra là 
hạt hay sóng. Các hiện tượng thực nghiệm về giao thoa, nhiễu xạ cho thấy ánh 
sáng là sóng, trong lúc đó hiệu ứng quang điện và hiệu ứng Compton chứng tỏ 
rằng ánh sáng là hạt. 

Vì vậy ta phải đi đến kết luận rằng rằng ánh sáng không phải là hạt mà cũng 
không phải là sóng mà nó vừa là hạt vừa là sóng. Việc thể hiện tính chất hạt 
hoặc tính chất sóng phụ thuộc vào đối tượng mà ánh sáng tác dụng. Các thí 
nghiệm về giao thoa, nhiễu xạ phát hiện tính chất sóng, trong lúc thí nghiệm về 
hiện tượng quang điện phát hiện tính chất hạt của ánh sáng. 

Như vậy ta đi đến kết luận về lưỡng tính sóng hạt của ánh sáng. Ta không 
thể nói bức tranh sóng hay bức tranh hạt là đúng mà cả hai đều cần thiết cho 
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việc mô tả đầy đủ các hiện tượng vật lý và trong thực tế chúng bổ sung cho 
nhau. 

5.2 GIẢ THUYẾT DE BROGLIE VỀ SÓNG VẬT CHAT 


Lưỡng tính sóng-hạt đã đề cập ở phần (5.1) liệu có phải chỉ là tính chất riêng 
của ánh sáng (sóng điện từ nói chung) hay đó là tính chất chung cho mọi đối 
tượng vật chất. Trong luận án tiến sĩ của mình năm 1924, De Broglie đã đưa ra 
một giả thuyết táo bạo rằng các hạt vật chất cũng có tính chất sóng^. Ong cho 
rằng một hạt vật chất bất kỳ khối lượng m chuyển động với xung lượng p thì 
tương ứng với một sóng có bước sóng A, liên hệ với xung lượng theo hệ thức: 


X- ^ ^ 

\p\ mv 


(1.26) 


Sau này ta gọi sóng tương ứng với hạt vật chất là sóng De Broglie và bước sóng 
trong công thức (1.26) được gọi là bước sóng De Broglie. Áp dụng công thức 
(1.26) ta có thể tính được bước sóng De Broglie ứng với các vật khác nhau, ví 
dụ: 

(1) Chiếc xe khối lượng 1000 kg, chuyển động với vận tốc 100 m/s thì bước 
sóng De Broglie là 6,6 X 10“^® m. 

(2) Viên đạn khối lượng 10 g, vận tốc 500 m/s thì bước sóng De Broglie là 
1,3 X 10-34ni. 

(3) Hạt bụi có khối lượng 10“6 g, vận tốc 1 cm/s thì A = 6,6 X 10 
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m. 


(4) Electron có năng lượng leV thì xung lượng ỉầ p — y/2mT — 5,4: X 10“^^ 
kgm/s, bước sóng De Broglie tương ứng là 1, 2 X 10“® m = 1,2 nm. 

Ta nhận thấy rằng bước sóng tính ở 3 ví dụ đầu tiên có giá trị quá bé để có 
thể quan sát được bằng thực nghiệm. Chỉ có ở ví dụ 4 thì bước sóng electron 
có cùng bậc với khoảng cách các nguyên tử trong tinh thể nên ta có thể quan 
sát được bằng thực nghiệm nhờ hiện tượng nhiễu xạ electron lên tinh thể. 


"‘De Broglie dược tặng giải Nobel Vật lý năm 1929 về công trình này và là người đầu tiên nhận giải 
Nobel nhờ luận án tiến sĩ. 



5. Giả thuyết De Broglie - Tính chất sóng của hạt vật chất 
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5.3 THÍ NGHIỆM KIÊM CHỨNG GIẢ THUYÊT DE BROGLIE 

Giả thuyết De Broglie về tính sóng của hạt vi mô được kiểm chứng nhờ hai 
thí nghiệm độc lập nhau, một của Davisson và Germer ở Mỹ (1926) ® và một 
của G. p. Thomson ở Anh (1927)®. Davisson và Germer đã sử dụng sự nhiễu 



Hình 1.5: (a): Mô hình nhiễu xạ electron lên tinh thể. (b): Sơ đồ thí nghiệm Davisson-Germer: 
electron đập vào bề mặt tinh thể Nickel một góc ậ, máy thu electron, đặt đối xứng với nguồn 
phát electron để đo số electron tán xạ. 


xạ của electron lên bề mặt tinh thể Nickel và quan sát được sự giao thoa của 
chùm electron phản xạ từ bề mặt tinh thể. Điều đó chứng tỏ electron có tính 
chất sóng, đồng thời thí nghiệm cũng đã tính được bước sóng của electron có 
giá trị cỡ 0,167 nm (hình 1.5). 

Thomson đã nghiên cứu sự truyền electron qua một màng mỏng kim loại. 
Nếu electron xử sự như các hạt thì trên màn hứng chùm electron ló ta sẽ được 
một ảnh mờ. Nhưng trên thực tế Thomson đã thu được trên màn một hình ảnh 
nhiễu xạ, điều này chứng tỏ chùm electron đi qua màng kim loại có tính chất 


^Davisson, Clinton Joseph (1881-1958), nhà vật lý người Mỹ đã có nhiều đóng góp trong việc nghiên 

cứu sự nhiễu xạ của electron lên tinh thế. Ong được giải Nobel Vật lý năm 1937 cùng với nhà vật lý 
người Anh G. p. Thomson 

^Thomson, Sir George Paget (1892-1975), nhà vật lý người Anh, người đã chứng minh được tính 
chất sóng của electron và cùng Davisson chia giải Nobel năm 1937. Điều thú vị là G. p. Thomson, 
người chứng minh tính chất sóng của electron là con của J. J Thomson (Thomson, Sir Joseph John 
(1856-1940)), người chứng minh tính chất hạt của electron. Cả hai cha con đều được giải Nobel, cách 
nhau 31 năm. 
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sóng (hình 1.6). Hình 1.7 cho ta hình ảnh nhiễu xạ của electron so với nhiễu xạ 
tia X qua một tấm kim loại mỏng. 


Tâiii ísickel 
mong 


^suon 

elecuon 


s í 



1 V7 




Bức oanh 
nhiẻii X ạ 



Cliùm Cliùm electron 
electron tỡi nhiễu xạ 


Hình 1.6: Sơ đồ thí nghiệm Thomson. 



Hình 1.7: (a) Hình ảnh nhiễu xạ tia X qua một tấm nhôm mỏng, (b) Hình ảnh nhiễu xạ 
electron qua một tấm nhôm mỏng 


§ 6 HÀM SÓNG CỦA HẠT VI MÔ - Ý NGHĨA THốNG KÊ 
CỦA HÀM SÓNG 

6.1 HÀM SÓNG CỦA HẠT Tự DO 


Theo giả thuyết De Broglie, một hạt vật chất (mức độ vi mô) thì tương ứng 
với một sóng được mô tả bởi hàm sóng tl/(r,í). Một cách tổng quát tl/(r, í) là 
một hàm phức, đơn trị, liên tục của toạ độ không gian r và thời gian t. Việc 
tìm hàm sóng ứng với hạt vi mô là một nhiệm vụ cơ bản của cơ học lượng tử. 


6. Hàm sóng của hạt vi mô - Ý nghĩa thống kẽ của hàm sóng 
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Đối với một hạt chuyển động tự do khối lượng m, xung lượng p, năng lượng 
E — p^/2m thì sóng tương ứng là sóng phẳng đơn sắc được mô tả bởi hàm 
sóng dạng: 

Ý(r, t) = với o; = E/h] k = p/h, (1.27) 


trong đó biên độ A của hàm sóng được xác định bởi 

^2 ^ |Ỹ(f,í)|2 = Ỹ(r,í)*Ỹ(r,í). 


(1.28) 


Sóng có hàm sóng dạng (1.27) được gọi là sóng De Broglie cho hạt tự do. 


6.2 Ý NGHĨA THỐNG KÊ CỦA HÀM SÓNG 


Theo cách giải thích của Born ^ thì bình phương môđun của hàm sóng tỉ lệ 
với mật độ xác suất tìm hạt tại điểm xác định bởi toạ độ r và ở thời điểm t. 
Gọi w là xác suất tìm hạt ở trong phần tử thể tích 
AV bao quanh diêm M có bán kính vectơ r — OM, 
lúc đó mật độ xác suất tìm hạt p được xác định như 
sau: 

lin, = 



trong đó AW là xác suất tìm hạt trong phần tử thể 
tích AV bao quanh điểm M (Hình 1.8). 

Theo giải thích của Born thì ta có: 


Hình 1.8: Phần tử thể tích 
AV bao quang điểm M có 
bán kính vectơ r 


p{r, t) = 


dW 

Iv 


\^{r,t)f 


(1.29) 


^Born, Max (1882-1970), sinh tại Ba Lan, học đại học tại Đức. Năm 1933 ông di cư qua Anh và làm 
việc tại đại học Cambridge. Ong có nhiều đóng góp trong việc nghiên cứu vật lý lý thuyết. Max Born 
chia giải Nobel cùng với Walter Bothe (Đức) năm 1954 
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6.3 Sự CHUẨN HÓA HÀM SÓNG 

Như vậy ta thấy rằng theo ý nghĩa thống kê của hàm sóng thì: p |Ỹ(r,í)p. 
Ta có thể viết: 




(1.30) 


Để đơn giản ta thường chọn hệ số c = 1. Lúc đó p — |tl/(r, Xác suất tìm 
hạt trong toàn bộ không gian là: 


[ p{r,t)dV^ Ị |T(r,í)|W. 
Jv Jv 


(1.31) 


Do xác suất này bằng đơn vị nên ta có điều kiện chuẩn hoá của hàm sóng như 


[ |T(f,í)|W = l. 

Jv 


(1.32) 


Hàm sóng thỏa mãn điều kiện (1.32) được gọi là hàm sóng đã chuẩn hoá. Nếu 
hệ số c trong (1.30) khác đơn vị thì ta nói hàm sóng chưa được chuẩn hoá. Lúc 
đó điều kiện (1.32) trở thành 


[ p{r,t)dV^C Ị |T(r,í)|W = l. 

Jv Jv 


Từ đó: 


Như vậy, xác suất tìm hạt trong phần tử thể tích dV là: 
+ trường hỢp hàm sóng đã chuẩn hoá: 

dW = |T(r,í)|W; 

+ trường hỢp hàm sóng chưa chuẩn hoá: 


(1.33) 


(1.34) 


(1.35) 


dW = 


|>P{r,í)|W' 

IÃWÃ?dỹ' 


(1.36) 



6. Hàm sóng của hạt vi mô - Ý nghĩa thống kẽ của hàm sóng 
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6.4 ĐIÊU KIỆN TIÊU CHUÂN CỦA HÀM SÓNG 

Hàm sóng trong cơ lượng tử phải thỏa mãn các điều kiện sau: 

(1) Hàm sóng phải giới nội: đây là một yêu cầu để cho tích phân trong (1.32) 
hội tụ. 

(2) Hàm sóng phải đơn trị: điều đó có nghĩa là ứng với mỗi hàm sóng thì chỉ 
có một xác suất tìm hạt. 

(3) Hàm sóng phải liên tục: điều này ứng với việc định nghĩa mật độ xác 
suất p — |4'(r,í)p là một hàm liên tục. 

(4) Đạo hàm bậc nhất của hàm sóng phải liên tục: yêu cầu này được rút ra 
từ điều kiện của phương trình mà hàm sóng phải thỏa mãn (sẽ xét chi tiết ở 
chương IV). 

Ví dụ: 6.1: 

Một hạt chuyển động trên trục X ứng với hàm sóng: 

Ỹ(x,í) = 

Hãy xác định hệ số A từ điều kiện chuẩn hoá. 

Lời giải: 

Một cách tổng quát ta xem khoảng biến thiên của X là 
—(X) < X < +(X). Điều kiện chuẩn hoá là: 

J —oo J —oo J —oo 

Sử dụng tích phân Poisson /o = dx — a/( u/a), ta tính được: 

y a^jTĩ 

Hàm sóng chuẩn hoá là: tl/(x,í) = i_^ gWíg-V/ 2 V^ 

Ví dụ: 6.2: 

Cho hàm sóng có dạng: 

p—iEt/h 
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trong ảố r > R. Tính xác suất tìm hạt trong lớp cầu R > r > 2R. 

Lời giải: 

Ta sử dụng hệ toạ độ cầu, trong đó phần tử thể tích có dạng: 
dv — r^dr sin OdOdậ. Điều kiện chuẩn hoá là: 



/•00 2 Ị-TĨ 

|T(r,í)|W = |q2 / 

Jr ^ do 
= dTTƠ^ / ^dr — 

Jr ^ 


sin OdO 



R 


dộ 


Từ đó hằng số chuẩn hoá c là: (7 = ỰĨĨỊĩn. Xác suất tìm hạt trong lớp cầu 
R> r > 2R là: 


i mr,t)?i^r^dr = R ^ (ẩ - ẩ) = ỉ 


§ 7 BÓ SÓNG 

Trong vật lý cổ điển, một hạt hoàn toàn định xứ trong trong gian, Vị trí và 
vận tốc của nó có thể xác định được đồng thời. Trong cơ lượng tử tính chất 
sóng của hạt được mô tả bởi hàm sóng. Tuy nhiên, hàm sóng không định xứ. 
Nếu hàm sóng triệt tiêu khắp nơi, ngoại trừ lân cận hạt hoặc lân cận “quỹ đạo 
cổ điển” của hạt thì ta có thể dùng nó để mô tả hạt. Điều này có nghĩa hạt định 
xứ bên trong một miền không gian nào đó có thể được mô tả bởi một sóng có 
biên độ lớn trong miền đó và bằng không ở bên ngoài miền đó. Một hàm sóng 
định xứ được gọi là bó sóng (wave packet). Như vậy, bó sóng gồm một nhóm 
các sóng có bước sóng khác nhau rất ít, có pha và biên độ được chọn sao cho 
chúng tạo ra các cực đại giao thoa ở một miền nhỏ của không gian và cực tiểu 
giao thoa ở những nơi khác. Vì vậy để mô tả vị trí của hạt vi mô ta dùng khái 
niệm bó sóng. 



7. Bó sóng 
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7.1 BÓ SÓNG ĐỊNH xứ 

Bó sóng định xứ có thể được tạo ra bằng cách chồng chất các sóng có bước 
sóng gần nhau ở trong cùng một miền không gian, về mặt toán học, sự chồng 
chất này có thể được biểu diễn bằng phép biến đổi Pourier. Ta xét trường hỢp 
bó sóng biểu diễn hạt chuyển động một chiều theo trục X. Bó sóng ta xét là 
chồng chất của các sóng phẳng đơn sắc: 

T(x,í)=/' (1.37) 

J —oo 

Trước hết ta xét bó sóng tại thời điểm t=0, 

tl/(x,0) = 'iPq{x) = ■)— / ộ{k)é^^dk, (1.38) 

v Stt J —oo 

trong đó ậ{k) là biến đổi Tourier của 'ộữ{x), 

ậ{k) — ~^= / ĩpữ{x)e~^^^ dx. (1.39) 

y‘271 J—oo 

Hệ thức (1.38) và (1.39) chứng tỏ rằng ậ{k) xác định và ngược lại. Bó 

sóng (1.38) có dạng phụ thuộc vào X, có một cực đại tại x=0. Tương tự bó sóng 
(1.39) cũng có một cực đại tại k=0. 

Hình 1.9 chỉ một loại bó sóng tiêu biểu có tính định xứ. Ý nghĩa vật lý của 
bó sóng được giải thích như sau: 

Bình phương mô-đun của hàm 'ộo{x) cho ta mật độ xác suất tìm hạt tại điểm 
X, trong lúc đó bình phương mô-đun của hàm ậ{k) cho ta mật độ xác suất để 
đo độ lớn của vectơ sóng của hạt, đại lượng P{k)dk — \ậ{k)Ỹ‘dk cho ta xác suất 
tìm hạt có vectơ sóng nằm trong khoảng từ k đến k + dk. 

7.2 BÓ SÓNG VÀ HỆ THỨC BẤT định 
1. Hệ thức bất định Heisenberg 

Như đã đề cập ở phần 1 của chương này, các quy luật trong cơ học cổ điển 
có tính tất định, nghĩa là nếu ta biết được tọa độ ban đầu, vận tốc ban đầu và 
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l^o(-r)|- lí>(A)|- 



Hình 1.9: Hai sóng định xứ: (a) 'ộo{x) = (2/7ra^)^/^e và (b) ậ{k) = 

(aV27ra2)V4e-a"(fc-fco>/4; 

tất cả các lực tác dụng lên hạt thì ta sẽ xác định được vị trí và vận tốc của hạt 
tại một thời điểm t bất kỳ bằng định luật II Newton. Ngược lại với vật lý học 
cổ điển, trong thế giới vật lý vi mô, do hạt có tính chất sóng và được đặc trưng 
bởi một sóng không định xứ, nên hạt trải rộng trong không gian mà không định 
xứ được. Như vậy, khái niệm cổ điển về tọa độ chính xác, xung lượng chính xác 
và quỹ đạo xác định của hạt mất hết ý nghĩa trong cơ học lượng tử. Đây là bản 
chất của hệ thức bất định do Heisenberg đưa ra năm 1927. 

Hệ thức bất định Heisenberg chỉ ra rằng: “Nếu xung lượng của hạt đo được 
với một độ không chính xác (độ bất định) Apx thì tọa độ của nó không thể đo 
chính xác hơn một lượng Ax = h/ (2Apj;)”. Trong trường hỢp 3 chiều, hệ thức 
bất định Heisenberg được biểu diễn bởi: 

AxApx > AyApy > AzAp^ > (1.40) 

Ví dụ: 

a) Một neutron chuyển động với vận tốc 5 X lO^m/s thì độ bất định về vận 
tốc là: 

. ^ h h 1,05 X 10“^^ Js ^ ^ 

Ax > —~ ——— = -——— — ,^_97 , -- —--ã - 7 = 6,4 X 10 ^ m. 

2Apx 2mnV 2 X 1,65 X 10 kg X 5 X 10® ms~^ 

Độ bất định này tương ứng với kích thước của hạt nhân. 
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b) Một người khối lượng 50 kg chuyển động với vận tốc 2 m/s thì độ bất 
định về vị trí là 


Ax > 


h h 1,05 X 10 Js ^ ^ 

^ _ r - 7 = 0, 5 X 10"^® m 

2Apx 2mnV 2 X 50 X 2 ms ^ 


Độ lớn của Ax trong trường hỢp nhỏ đến mức vượt quá mọi sự đo đạc của con 
người, vì vậy có thể bỏ qua. Vì vậy, ta có thể nói rằng độ bất định về tọa độ và 
xung lượng chỉ quan trọng đối với hạt vi mô. 

2. Bó sóng và hệ thức bất định 

Ta sẽ chứng minh rằng độ rộng của bó sóng 'ộữ{x) và độ rộng của biên độ 
(ị){k) của nó không độc lập nhau và phụ thuộc tỉ lệ nghịch với nhau. Điều này 
liên quan trực tiếp đến hệ thức bất định Heisenberg (1.40). Để đơn giản ta chọn 
bó sóng có dạng Gauss như sau: 

tío(n=(^) ự,{k)=(|j;) (1.41) 

Như đã chỉ ở Hình 1.9, đồ thị \'iPq{x)ỹ‘ cực đại tại x=0, đồ thị \ậ{k)Ỹ‘ cực đại 
tại k — ko- Ta định nghĩa nửa độ rộng Ax và Ak tương ứng với nửa cực đại 
của 2 đường cong này. Như vậy, khi X thay đổi từ 0 đến ±Ax và k thay đổi từ 
ko đến ko ± Ak thì các hàm \'iỊjq{x)\‘^ và \ậ{k)\‘^ giảm một lượng 

|V;(TAx,0)p ^ 1/2 \ậ{ko±Ak)\^ ^ 1/2 , . 

\mow ’ mkoW ■ ^ ^ ^ 


Kết hỢp hệ thức trên với (1.41), ta được: e 2 AV/V _ g i/ 2 g a^AV /2 _ g 1 / 2 ^ 
hay 

Ax — Ak = -. (1-43) 

Oj 

Vì vậy 

_ 1 

AxAA; = 4^vì Ak — Apx/h nên AxApx — h/2. (1-44) 

Hệ thức này cho thấy rằng nếu độ rộng của bó sóng trong không gian tọa độ 
là bé thì trong không gian xung lượng độ rộng này lớn và ngược lại. So sánh 
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hệ thức này với hệ thức bất định Heisenberg (1.40) ta thấy rằng bó sóng dạng 
Gauss cho một đẳng thức mà không phải là bất đẳng thức. Thực ra, hệ thức 
(1.44) là giới hạn thấp nhất của bất đẳng thức Heisenberg (1.40). Tất cả các 
dạng bó sóng khác cho giá trị lớn hơn của tích AxApx- Như vậy có thể kết luận 
rằng giá trị của độ bất định của tọa độ và xung lượng phụ thuộc vào dạng của 
bó sóng, trong đó dạng bó sóng Gauss có giá trị thấp nhất. 

7.3 CHUYỂN ĐỘNG CỦA BÓ SÓNG 

Bây giờ ta sẽ khảo sát sự thay đổi của bó sóng theo thời gian 4/(x,í) khi 
biết bó sóng ban đầu 4/(x,0) hoặc biên độ ậ{k). Muốn vậy, ta phải tính tích 
phân f dk trong (1.37), trong đó ta phải xác định tần số cư và biên 

độ ậ{k). Ta sẽ thấy rằng dạng của bó sóng phụ thuộc chủ yếu vào sự phụ thuộc 
của tần số vào số sóng {uj{k)). 

1. Sự truyền của bó sóng trong trường hỢp không biến dạng 

Ta xét trường hỢp không tán sắc khi tần số cư = Vữk. Bó sóng (1.37) trở 
thành: 

+00 

T(x,í) = ^ [ (1.45) 

v27r J 

—oo 

So sánh với biểu thức (1.38) ta được: 

^{x,t) ^'ỘQ{x-VQt)] (1.46) 

Từ (1.46) ta thấy dạng của bó sóng tại thời điểm t giống như tại thời điểm 
ban đầu. Như vậy bó sóng chuyển động với vận tốc không đổi mà không bị biến 
dạng. 

Bây giờ ta xét trường hỢp có sự tán sắc của môi trường, nghĩa là sóng có 
tần số khác nhau có vận tốc khác nhau. Giả sử rằng biên độ (ị){k) cực đại tại 
k — ko thì ộ{k) — g{k — ko) khác không trong miền Ak = k — ko- Thực hiện 
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khai triển Taylor tần số cư theo số sóng k tại lân cận của ko, ta được: 


oj{k) — cư(A;o) + {k — ko) 


duj{k) 

dk 


k=ko 


+ 2^^ “ 


d^oj{k) 


dk^ 


fc=fco 


(1.47) 


= Lư(ko} + (k — ko)Vg + {k — kũýa + 


trong đỏVg^^ Vầ a = 

Thay (1.47) vào (1.37) với (Ị){k) — g{k — ko), ta được: 

+00 

T(x,í) = [ g{k - 

v27T J 

—ỠO 


(1.48) 


trong đó ưph = uj{k)/k là vận tốc pha và Vg — uj{k)/dk là vận tốc nhóm. Vận tốc 
pha là vận tốc truyền pha của một sóng điều hòa đơn vận tốc nhóm 

là vận tốc chuyển động của nhóm các sóng tạo nên bó sóng. 

Việc tính dạng của bó sóng 4/(x, i) ở biểu thức (1.48) phụ thuộc vào giới hạn 
các số hạng khai triển trong biểu thức (1.47). Nếu giới hạn ở số hạng tuyến tính 
{k — kQ)vgt ta sẽ có trường hỢp phép gần đúng tuyến tính. Nếu giới hạn ở số 
hạng bậc hai {k — kữỹat ta được phép gần đúng bậc hai. 
a) Phép gần đúng tuyến tính: Bó sóng (1.48) trở thành: 


T(x,í) = 



gifco(a:-Uphí) 



g{k - 


(1.49) 


Biểu thức này được viết lại như sau: 


Ý(x,í) = (1.50) 


trong đó ĩỊjq là bó sóng ban đầu 



trong đó ta đã đặt q — k — kị). Biểu thức (1.50) cho ta điều kiện: 


(1.51) 


|'l'(l,i)p = \ìI1Ịị(x - VgtỸ' 


( 1 . 52 ) 
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Hệ thức (1.50) và (1.52) biểu diễn bó sóng có đỉnh chuyển động với vận tốc 
nhóm Vg, trong lúc đó các sóng thành phần dịch chuyển bên trong hình bao với 
vận tốc pha Vph- Như vậy vận tốc nhóm đại diện cho vận tốc của hạt. Từ hệ 
thức (1.50) ta thấy rằng kích thước của bó sóng không thay đổi trong quá trình 
truyền sóng, nghĩa là bó sóng lan truyền trong không gian mà không bị biến 
dạng. 

2. Sự truyền của bó sóng trong trường hỢp biến dạng 

Bây giờ ta giới hạn ở số hạng bậc hai, {k — koỹat, trong hàm e mũ của biểu 
thức (1.48). Điều này dẫn đến 

(1.53) 

trong đó biểu diễn hình bao của bó sóng, được cho bởi biểu thức: 

1 r+oo 

f(x,t) = ^ (1.54) 

v 27r J —00 


với q — k — ko- 

Giả sử ta xét bó sóng Gauss có biên độ được cho bởi biểu thức: 
ậ{k) — (a^/27r)^/^ exp[—a^(A; — A;o)^/4], 

độ rộng ban đầu của bó sóng là Axo = a/2 và Ak = h/a. Thay ậ{k) vào (1.53), 
ta được 


1 / (7^ \ .. ^+00 Ị- / 2 \ 

T(x, t) — ( ) QÌko{x-Vpht) / ^ _ Ị IG ị(ỵị 1 g2 

V27rV27r/ 7-00 L \4 / 


V^\27ĩJ 

Từ (1.55) ta tính được mật độ phân bố của bó sóng: 


|T(x,í)p 


\/^Ax(t) 


exp 


{x - Vgtý 

2[Ax(í)] 


2 ( ’ 


dq. 

(1.55) 

(1.56) 


trong đó Ax{t) là độ rộng của bó sóng tại thời điểm t: 


= 2 = Axq^Ị^ 


aH"^ 


(Axo) 


4 • 


(1.57) 
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Ta thấy độ rộng của bó sóng sau thời gian t tăng lên một thừa số a/1 + aH"^/ (Axo)^ 
so với giá trị ban đầu Axo — a/2. 

Tóm lại, một hạt định xứ tại một nơi nào đó trong không gian được biểu 
diễn không phải bởi một sóng De Broglie đơn giản có tần số và bước sóng xác 
định mà bằng một bó sóng. Hình bao của bó sóng di chuyển với vận tốc nhóm. 
Vận tốc của hạt thì bằng vận tốc nhóm của bó sóng tương ứng với hạt đó. 

§ 8 TÓM TẮT CHƯƠNG 1 

• Sự khủng hoảng ở miền tử ngoại khi nghiên cứu bức xạ nhiệt dẫn đến sự 
ra đời của thuyết lượng tử năng lượng của Planck. Đây là lý thuyết đầu 
tiên của vật lý đề cập đến tính gián đoạn của các đại lượng động lực 

• Thuyết lượng tử ánh sáng của Einstein ra đời nhằm giải quyết sự bế tắc 
của vật lý học cổ điển về việc giải thích hiện tượng quang điện, trong đó 
khái niệm hạt ánh sáng (photon) đóng vai trò rất quan trọng trong nghiên 
cứu tương tác bức xạ với vật chất. 

• Việc nghiên cứu bức xạ nhiệt, hiệu ứng quang điện và hiệu ứng Compton 
đưa đến việc đưa ra khái niệm lưỡng tính sóng-hạt của sóng điện từ. 

• Tính chất sóng của hạt vật chất được đặc trưng bởi một hàm sóng T(r, t). 
Hàm sóng này phải thoả mãn các điều kiện tiêu chuẩn, đó là đơn trị, liên 
tục và giới nội và thường được chuẩn hóa. 

• Một hạt định xứ được biểu diễn bằng một bó sóng, là chồng chất của nhiều 
sóng đơn lẻ có bước sóng gần nhau. Khái niệm bó sóng liên quan đến độ 
bất định trong phép đo tọa độ và vận tốc của hạt vi mô, được phát biểu 
bởi Heisenberg năm 1927. 
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9 BÀI TẬP CHƯƠNG 1 


1. Dùng công thức De Broglie hãy tính bước sóng kết hỢp với: 

a) Viên bi khối lượng 0,01 kg chuyển động với vận tốc 10 m/s 

b) Hạt electron có năng lượng 1 MeV 

c) Electron có vận tốc 10® cm/s 

2 . Một hạt khối lượng m bị buộc phải chuyển động trên một đoạn thẳng dài 
L. Dựa vào tính chất sóng của hạt, chứng minh rằng hạt đó chỉ có thể có 
các giá trị năng lượng gián đoạn và tính các năng lượng đó. 


3. Trạng thái của một hạt được mô tả bởi hàm sóng 

ĩpíx) — Hexp [— 7 ^ + ikx] trong đổA, a, k là các hằng số. 

a) Hãy xác định A từ điều kiện chuẩn hoá 

b) Hãy xác định X để mật độ xác suất tìm hạt có giá trị lớn nhất 

c) Tìm xác suất để hạt nằm trong khoảng từ —a đến +a trên trục X. Cho 

biết tích phân: e~^^dX — 0, 42y/^. 


4. Tìm biến đổi Eourier đối với 

m = 

trong đó a là hằng số dương, A là thừa số chuẩn hoá cần phải xác định. 


A{a — |Ẵ;|), |Ả;| < a 
0 , |A;| > a, 


5. Tìm dạng 4/(x,0) của bó sóng tương ứng với sóng có dạng 
ậ{k) — Aexp[—a^(Ả; — koỸ/Aị, trong đó A là hệ số chuẩn hoá cần phải 
tìm. Tính xác suất tìm hạt trong miền — a/2 < X < a/2. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 

1. a) Dùng công thức A = h/p — h/mv, tính ra A = 6,625.10“^^m. 

b) Dùng các công thức của thuyết tương đối: 

t7i2 _ 2 „4 I ^2 „2 ĨD _ ^2 I 

E — iĩIqC + p c va E — rriữC + 1 , 


ta suy ra 


{T/c)\l + 


2moc^ 

T 


X = 


h 


2moT 


1 + 


2moc^ 


tính ra ta được A — 8, 7.10“^^ m. 

c) Vận tốc của electron V — 10® cm/s = 10® m/s <c c = 3.10® m/s. Đây là 
trường hỢp phi tương đối tính. Tính ra, ta được: X — 7, 27.10“^®m 


2. a) Hàm sóng tương ứng với hạt phải triệt tiêu khi X < 0 Yầ X > L. 

b) ở bên trong đoạn [0, L] bước sóng phải thỏa mãn điều kiện: L — nX/2. 

c) Từ công thức De Broglie: A = h/p ^ p — h/x — nh/2L 

d) Coi hạt ở trong miền đang xét không chịu tác dụng của ngoại lực. Năng 
lượng của hạt chính là động năng: 

E ^ = p^ 2m ^ En ^ n = 1, 2,3... 

2 8mL^ 


oo 

3. a) Dùng điều kiện chuẩn hoá J 'iỊ)*'iỊ)dx — 1. Hay: 

— oo 


/ oo 

-CX) 

và tích phân Poisson 


+00 

hn^ J ^ /o - 


-+00 


dx — 



— oo 


— oo 
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tính ra, ta được: A — J— . 

b) Mật độ xác suất tìm hạt p — 1'ỉ/^p = /“ \ Khảo sát cực đại của 

hàm số p{x) bằng cách lấy đạo hàm theo X rồi cho bằng 0 (^ = 0), ta thấy 
p có cực đại khi X = 0. 

c) Xác suất tìm hạt trong khoảng [-a, +a] là: 


^ iXiiUdii^ [-d, “rcij id. 

+ (2 

w = \A\^ J 

—a 


Dùng phương pháp đổi biến số: đặt X — x/a, lúc đó tích phân trên trở 
thành: 

w ^ a\A\^ j dX ^ 2a\A\‘^ e-^^dX 

1 2 

Sử dụng tích phân: J e~^ dX — 0,42a/^, ta tính ra ta được: 

ỊK = 0,84. ° 

+00 

4. Sử dụng điều kiện chuẩn hoá: J \ậ{k)\‘^dk — 1. Tính ra ta được: A — 
a/ 3/(2a^). Biến đổi Pourier của ậ{k) là: 

'ộo{x) — f ậ{k)Á^^dk 

— oo 

■ 0 a 

f (a + k)é^^dk + / (a — k)é^^dk 

.—a 0 

J kÁ^^dk — J kÁ^^dk + a J e^^^dk 

.—a 0 —a 


1 _ 


ựXiĩ\J 2a3 

Tính ra ta được: 


ĩPữ{x) = ^sin j . 

Đồ thị của hàm ậ{k) và 'ộo{x) được biểu diễn ở hình 1.10 
5. Điều kiện chuẩn hoá: 

j \ậ{k)\^dk^\A\‘^ j 


1 = 
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V/o{x) = (4/.r-)sin-(íí.r/2) 



ự.{Ả) = v 3/(2í/-’)(a-|Ấ:|) 



Hình 1.10: Đồ thị của hàm ộ{k) và Ipoix) . 


Tính tích phân trên bằng cách đặt z — k — kữYầ sử dụng tích phân Poisson, 
ta được: A — {a?/2 'kÝ^^ . Bó sóng tương ứng với hàm ệ{k) chuẩn hoá là: 


'Ộq{x) = 




-(X) —oo 


Để áp dụng được tích phân Poisson cho trường hỢp này, ta biến đổi số 
hạng ở hàm e mũ như sau: 


7 N2 , -7 r®/7 7 N 

—— A^o) ĩkx — — ^0/ — — 

4 r Oj 


1 2 ^2 

— ^ + ikx. 


Ta sẽ tính được: 


1/4 


ĩpo{x) = 


TTtt^ 


^-x'^/A ^ikox 


trong đó là pha của ĩpoix). 

Xác suất tìm hạt trong miền —a/2 < X < a/2 ìầ: 

-\-ci/2 

g-2a; /a _ 


+ ữ -/2 _ 

VP= y |i/;o(x)|2dx= j 

—a/2 —a/2 


+ 1 




e-^"l'‘dX ~ / 
3 
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Chương 2 

Cơ sở toán học của cơ học lượng tử 

§ MỤC TIÊU CỦA CHƯƠNG 

• Mục tiêu của chương này là khảo sát các công cụ toán học cần thiết cho 
việc nghiên cứu cơ học lượng tử. Việc khảo sát này chỉ giới hạn ở những khái 
niệm cơ bản cần thiết để xây dựng nên cơ lượng tử, trong đó toán tử Hermite 
và không gian Hilbert là hai công cụ quan trong nhất. Ngoài ra, một số kiến 
thức cơ sở về xác suất và trị trung bình cũng được đề cập để làm cơ sở cho việc 
khảo sát tính chất thống kê trong cơ lượng tử. 

• Sau khi học xong chương này, sinh viên sẽ nắm được khái niệm không gian 
Hilbert và toán tử Hermite; giải được các bài toán liên quan đến phương trình 
trị riêng của toán tử, tính được các giao hoán tử cơ bản trong cơ học lượng tử. 

§ 1 XÁC SUẤT VÀ TRỊ TRUNG BÌNH 

1.1 BIẾN CỐ NGẪU NHIÊN VÀ XÁC SUẤT 

Một biến cố ngẫu nhiên (random event) được định nghĩa là một hiện tượng, 
một sự kiện có thể xảy ra hoặc không xảy ra. Chẳng hạn như việc tìm thấy 
phân tử A trong một bình chứa khí tại một thời điểm nào đó là một biến cố 
ngẫu nhiên. Các quan sát thực nghiệm liên quan đến các biến cố ngẫu nhiên 
được gọi là các phép thử (trial). Người ta định nghĩa xác suất của một biến cố 
ngẫu nhiên là tỉ số giữa số lần thử n mà biến cố đã cho xuất hiện trên tổng số 



1. Xác suất và trị trung bình 


37 


lần thử N, với N đủ lớn: 

w{A) — ^ khi N đủ lớn. (2.1) 

Về mặt toán học, ta có thể viết 

Tí 

w(A) — lim ^ 7 . 

Theo định nghĩa (2.2), w{A) phải thỏa mãn điều kiện 

0 < w{A) < 1, (2.3) 

trong đó khi w — 0 thì biến cố không thể xảy ra, khi w — 1 thì biến cố chắc 
chắn xảy ra. 

1.2 ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN 

Một đại lượng có thể lấy các giá trị với các xác suất nhất định thì được 
gọi là đại lượng ngẫu nhiên hay biến số ngẫu nhiên (random variable). Các đại 
lượng ngẫu nhiên có thể có giá trị gián đoạn hoặc liên tục. 

+ Trường hỢp đại lượng A có giá trị gián đoạn thì xác suất để khi đo A ta 
được một giá trị aỵ nào đó là 

trong đó Uk số lần đo được giá trị ttk, N là tổng số lần đo. 

+ Trong trường hỢp đại lượng ngẫu nhiên A có giá trị liên tục thì ta chỉ nói 
đến mật độ xác suất để đại lượng A có một giá trị nhất định a nào đó, với định 
nghĩa như sau: 

Aw dw 
pia) — lim —— = ——, 

AaVo Aa da 

trong đó Aw là xác suất để A có giá trị trong khoảng từ a đến a + Aa. 


( 2 . 2 ) 


(2.5) 
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ãi 32 


Wi W2 

(a) 


»3 


W3 


a 

ị- 


a+Aa 
1— 

Aw 

(b) 


Hình 2.1: Minh hoạ về xác suất (a) và mật độ xác suất (b). 


1.3 TRỊ TRUNG BÌNH TRONG PHÉP ĐO MỘT ĐẠI LƯỢNG 
NGẪU NHIÊN 


Giả sử biến ngẫu nhiên A có thể có: 

- Giá trị tti với xác suất iVị (giá trị tti xuất hiện ni lần trong N lần thử), 

- Giá trị a2 với xác suất W2 (giá trị a2 xuất hiện 77-2 lần trong N lần thử), 

- Giá trị aỵ với xác suất Wk (giá trị ttk xuất hiện Uk lần trong N lần thử). 

Ta định nghĩa giá trị trung bình trong phép đo đại lượng A là: 

aiĩlị + ữ2n2 + ^ 377-3 + . . . 

^ N 

Khi N ^ oo thì theo định nghĩa ở (2.4), (2.6) trở thành: 

N 

A^^^akWk. (2.7) 

k=i 


( 2 . 6 ) 


Nếu A có giá trị liên tục thì: 


A = 



ap{a)da. 


( 2 . 8 ) 


Tích phân lấy trên toàn bộ miền biến thiên giá trị của A. 

Liên quan đến trị trung bình, người ta còn định nghĩa trị trung bình của 
bình phương của một biến ngẫu nhiên (trị toàn phương trung bình) như sau: 

N 

A2 = '^aịvủk. 

fc=i 


(2.9) 
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Trong trường hỢp A có giá trị liên tục thì: 

a^p{a)da. 

Một cách tổng quát 

_ ^ _ 

A” = '^^a^Wk, hoặc — a^p{a)da 

k=i 

1.4 ĐỘ LỆCH RA KHỎI TRỊ TRUNG BÌNH 

Độ lệch ra khỏi giá trị trung bình trong phép đo một đại lượng ngẫu nhiên 
A được định nghĩa như sau: 

(AA)/j — ttk — A đối với trường hỢp A có giá trị gián đoạn 
AA — a — A đối với trường hỢp A có giá trị liên tục 



( 2 . 10 ) 


( 2 . 11 ) 


Như vậy, ta thấy độ lệch ra khỏi giá trị trung bình có thể dương, âm hoặc bằng 
không. Khi {AA)k > 0 ta nói giá trị đo được ttk lớn hơn giá trị trung bình, 
ngược lại khi {AA)k < 0 ta nói giá trị đo được aỵ nhỏ hơn giá trị trung bình. 
Trường hỢp {AA)k — 0 ứng với khi đo A có giá trị chính xác ttk — A. Điều cần 
lưu ý là nếu lấy giá trị trung bình của độ lệch thì ta được giá trị không (0). 
Thật vậy, ta xét trường hỢp phổ liên tục: 

AA — a — Ă — / p{a){a — 

J a 

Bạn đọc có thể chứng minh tương tự trong trường hỢp phổ gián đoạn. 


A)da — / p{a)da — A p{a)da — A — A — 0 


1.5 TRỊ TRUNG BÌNH CỦA BÌNH PHƯƠNG ĐỘ LỆCH 


Trị trung bình của bình phương độ lệch hay thăng giáng toàn phương trung 
bình (còn gọi là phương sai) trong phép đo đại lượng ngẫu nhiên A được định 
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nghĩa như sau (xét trường hỢp phổ gián đoạn): 

(A.4)2 = {ttk - Ã)2 = ^ [aị - 2aỵẴ + {Ãf)wk 

k 

= aịĩUk - 2Ấ akWk + {Ảf Wk 

= -2{Ẵf+ {Ảf -{Ẵf (2.12) 

Bạn đọc có thể chứng minh tương tự trong trường hỢp phổ liên tục. 

§ 2 KHÔNG GIAN HILBERT 
2.1 KHÔNG GIAN TUYẾN tính 

Không gian tuyến tính (còn gọi là không gian vectơ) bao gồm tập hỢp X 
mà các phần tử là các vectơ ĩỊj, ộ, X,... và trường số K của các số vô hướng 
a, /3, 7 , ... trong đó có trang bị hai phép tính: 

a) Phép cộng vectơ với vectơ: 

Tương ứng với hai vectơ ĩp vầ ậ của tập X là một phần tử của X được gọi 
là tổng của ĩỊ) và ậ. Phép cộng toán tử thỏa mãn các tính chất sau: 

• ĩp + ộ — ộ + ĩp (tính chất giao hoán), 

• {'ộ + ậ) + X — 'ộ + {ậ + x) (tính chất kết hỢp), 

• 'ộ + 0 — 'ộ (phần tử trung hoà), 

• 'ộ + {—'ộ) = 0 (phần tử đối). 

b) Phép nhân vectơ với một số vô hướng: 

Tương ứng với một phần tử 'ệ của tập V và một số a thuộc một trường số 
K là một phần tử aĩị) cũng thuộc tập hỢp V. Phép nhân có các tính chất sau: 

• Phân bố đối với phép cộng: 

a{ĩỊj + ậ) — aĩỊj + aộ] {a + Ị5)ĩỊj — aĩỊj + Ị3ĩỊj, 
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• Kết hỢp đối với phép nhân với số vô hướng: a{ỊĩĩỊj) — {af3)'ộ), 

• Đối với mỗi Ip tồn tại một số vô hướng bằng đơn vị và một số vô hướng 
bằng không sao cho: lĩp — 'ộ Yằ Oĩp — ĩpo — o. 

Như vậy, một tập V cùng với một trường số K có trang bị hai phép toán 
thoả mãn các tính chất như trên thì tạo thành một không gian tuyến tính. Nếu 
K là trường số thực thì ta có không gian tuyến tính thực, ngược lại nếu K là 
trường số phức ta có không gian tuyến tính phức. 

2.2 KHÔNG GIAN HILBERT 

Không gian Hilbert là một không gian tuyến tính phức, trong đó có trang bị 
một tích vô hướng thỏa mãn các tính chất sau: 

1. {'Ộ,ỘỴ ^ {ậ,ĩP), 

2- (V^,ự> + x) = (V^,ự>) + (V^,x), (2.13) 

3. {aĩp, f3ộ) — a*fỉ{'ip,ộ), 

4. [ĩị), ĩp) > 0 Yầ chỉ bằng không khi ĩp — 0. 

Tính chất 4 trong (2.13) được gọi là tính chất xác định dương của tích vô hướng. 

2.3 KÝ HIỆU DIRAC 

Như đã trình bày ở Chương I, tính chất sóng của hạt vi mô được mô tả bởi 
một hàm sóng. Theo một tiên đề sẽ trình bày ở Chương III thì hàm sóng này 
là một phần tử của không gian Hilbert và thường được gọi là vectơ trạng thái. 

Dirac đã đưa ra các ký hiệu sau: 

- Vectơ trạng thái ìỊ) được ký hiệu bằng \ĩp) và được gọi là vectơ keị hoặc 
đơn giản là ket. Ket là các phần tử của không gian Hilbert H. Như vậy, tương 
ứng với một ket \'ộ) là một bra {'ộ\ và ngược lại: a\ĩp) ^ a*{ĩp\. 



42 


Chương 2. Cơ sở toán học của cơ học lượng tử 


- Theo đại số tuyến tính thì tương ứng với không gian Hilbert 1-L là không 
gian Hilbert đối ngẫu T-Ld- Các phần tử trong không gian đối ngẫu này được gọi 
là hra và lý hiệu là {ĩỊj\. cần chú ý rằng nếu \ĩỊj) và \ậ) đều là phần tử của cùng 
một không gian Hilbert thì tích \'Ộ)\(Ị)) và {'ộ\{(ị)\ không tồn tại. Tuy nhiên, nếu 
\'iỊ)) và \(ị)) thuộc về hai không gian Hilbert khác nhau thì tích {'ộ\{(ị)\ được viết 
dưới dạng {ìỊj\ ® (01, biểu diễn một tích tenxơ của \ĩỊj) và \ậ). 

Từ ký hiệu của Dirac về bra và ket, tích vô hướng trong không gian Hilbert 
được ký hiệu dưới dạng bra-ket như sau: {'ộ,ậ) —7- {'ộịậ)- Trong trường hỢp 
hàm sóng phụ thuộc toạ độ thì tích vô hướng có dạng: 

(ĩpịộ) = í 'ộ*{r,t)(Ị){r,t)dV. (2.14) 

Jv 

Tích vô hướng này thoả mãn các tính chất như ở (2.13). 

Ta có thể giải thích ý nghĩa vật lý của tích vô hướng như sau: Tương tự 
như tích vô hướng của các vectơ trong không gian vectơ thông thường, trong 
đó Ẵ.B biểu diễn hình chiếu của vectơ B lên vectơ Ẵ, tích vô hướng {'iỊj\ậ) cũng 
biểu diễn hình chiếu của ộ lên ìỊj. 

Nếu tích phân (2.14) phân kỳ thì tích vô hướng {'Ộ\(Ị)) không tồn tại. Như 
vậy, ta phải chọn lựa hàm sao cho tích vô hướng hữu hạn. Một hàm như thế 
được gọi là hàm bình phương khả tích. Hàm trạng thái mà chúng ta đang xét 
là hàm bình phương khả tích thoả mãn điều kiện này nhờ điều kiện chuẩn hoá: 

(V^(r,í)|V^(r,í)) = [ \'ộ{rB)\‘^dV ^ 1. (2.15) 

Jv 

2.4 MỘT SỐ TÍNH CHAT CỦA TÍCH vô HƯỚNG 

1. {'ộ\ộ) = {ộịĩị})* 

2. Đối với một vectơ \ĩỊj) bất kỳ thuộc không gian Hilbert, chuẩn (norm) {'ộ\'ộ) 
là thực và dương. Chuẩn {'ộ\'ộ) bằng không khi và chỉ khi \ìỊj) — 0. Nếu 
\'iỊj) là chuẩn hóa thì {'ộ\'ộ) — 1. 
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3. Bất đẳng thức Schwarz: Với hai vectơ bất kỳ của không gian Hilbert, ta 
có thể chứng minh rằng: 

\{ĩp\ậ)\^ < {ĩp\ĩp){ậ\ậ). (2.16) 

Nếu \ĩp) và \ậ) phụ thuộc tuyến tính, nghĩa là \ĩp) — a\ậ), với a là một vô 
hướng, thì bất đẳng thức này trở thành đẳng thức. Bất đẳng thức (2.16) 
tương tự như hệ thức sau đây trong không gian Euclide thực: |Ẩ5p < 
|Ấ|2|B|2. 

4. Bất đẳng thức tam giác: Với hai vectơ bất kỳ của không gian Hilbert, ta 
có thể chứng minh rằng: 

{'ộ + + ậ) < ^/(ĩpịĩp) + \/ {ậ\ậ). (2.17) 

Nếu \'ộ) và \ậ) phụ thuộc tuyến tính, nghĩa là \'ộ) — a\ộ), với a là một vô 
hướng, thì bất đẳng thức này trở thành đẳng thức. Bất đẳng thức (2.17) 
tương tự như hệ thức sau đây trong không gian Euclide thực: |Ấ+ BỊ < 

Ví dụ 2.1: 

Xét các trạng thái \'ộ) — Siịậi) — 7i\ậ2) và Ix) = — \ậĩ) + 2z|02), trong đó ậi 
và Ộ 2 thoả mãn điều kiện trực chuẩn. 

a) Tính \'iỊj + ỵ) và {'ộ + x\- 

b) Tính tích vô hướng (V^lx) và (xiv^) 

Lời giải 

a) iv^ + x) = \'ộ)+ \x) ^ mộì)-7 ỉ\Ộ 2)) + {-\ộì)+ ‘^ỉ\ộ)) 

= (-1+3z)|ự)i) - 5 z|(/)2). 

Từ biểu thức này ta được 

+ xl = (“1 + + (-5 ỉ)*((/>2| = (-1 - ĩ>ỉ){ội\ + 5z(ự)2|. 
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b) Vì {ậi\ậi)^{ậ 2 \Ộ 2 ) = 1, {ội\Ộ 2 ) = {Ộ 2 \ội) = 0, nên tích vô hướng là: 

{'ộ\x) = (-3i(ự>i| + 7i{Ộ2\){-\ỘÌ) + 2z|ự)2)) 

= {-?,i){-l){ậi\ậi) + (7z)(2z)((/) 2|(/)2) = -14 + 3z, 

(xiv^) = - 2z(ự>2|)(3z|ự>i) - 7 z|(/)2)) 

= {3i){-l){ậi\ậi) + (-7z)(-2z)(ự)2|(/>2) = -14 - 3ứ 

Ta thấy rằng {'ộ\x) chính là liên hiệp phức của {x\'ộ). 

2.5 CHIỀU VÀ Cơ SỞ CỦA KHÔNG GIAN HILBERT 

1. Độc lập tuyến tính và phụ thuộc tuyến tính 

Ta gọi tập N vectơ khác không ậi,Ộ 2 ,... ,ậN là độc lập tuyến tính nếu và 
chỉ nếu nghiệm của phương trình 

N 

(2.18) 

i=l 

là ui — a 2 — .. .ŨN = 0. Nếu tồn tại một tập các số vô hướng khác không sao 
cho một trong các vectơ của tập N (chẳng hạn ận) có thể biểu diễn bằng tổ hỢp 
tuyến tính của các vectơ khác: 

n—l N 

ận = ^ ữịội, (2.19) 

i=l i=n+l 

thì tập {ội} được gọi là phụ thuộc tuyến tính. 

2. Chiều của không gian 

Chiều của không gian là số tối đa các vectơ độc lập tuyến tính thuộc không 
gian đó. Nếu số tố đa này là N thì ta nói không gian có N chiều. Trong không 
gian N chiều mọi vectơ ĩỊ) bất kỳ có thể khai triển thành tổ hỢp tuyến tính: 

N 

'ộ = y^^aiậi- 

i=l 


( 2 . 20 ) 
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3. Cơ sở của không gian 

Ta định nghĩa cơ sở của không gian là tập hỢp các vectơ độc lập tuyến tính 
thuộc không gian đó. Ta ký hiệu tập các vectơ cơ sở (^1,02, • • •, Ộn là {ậi]. Để 
thuận tiện ta chọn các vectơ cơ sở thoả mãn các điều kiện sau: 

- Điều kiện trực chuẩn: Các vectơ cơ sở trực giao với nhau, nghĩa là tích vô 
hướng của chúng bằng không: {ậi\ậj) — 0. 

- Điều kiện chuẩn hoá: Mỗi vectơ cơ sở có chuẩn bằng đơn vị: {'iỊji\ìỊjị) — 1. 
Hai điều kiện này được gộp lại thành một và được gọi là điều kiện trực 

chuẩn, thoả mãn hệ thức: 

( 0 . 10 ,) = ( 2 . 21 ) 


trong đó ỗij là ký hiệu Kronecker, được định nghĩa như sau: 


ỗij 


1 

0 


khi i — j 
khi i ^ j 


( 2 . 22 ) 


Ví dụ 2.2: 

Tập các vectơ sau đây là độc lập tuyến tính hay phụ thuộc tuyến tính? 


(a) Ấ=(3,0,0),Ổ=(0,-2,0),Ổ=(0,0,-1) 

(í,) Ấ={6,-9,0),Ể=(-2,3,0), 

Lời giải 

(a) Ba vectơ Ẩ — (3,0,0), B — (0, —2,0), ớ — (0,0, —1) là độc lập tuyến 
tính, vì 


—* —* —* —* —f —* 

ũịA + a2B + ttsC = 0 Saú — 2a2j — a^k — 0 


nên 3ai = 0, —2a2 — 0, —tts = 0, suy ra ttị — a 2 — — 0. 

(b) Hai vectơ Ẵ — (6, —9,0), B — (—2,3,0) là phụ thuộc tuyến tính, vì 
nghiệm của aiÃ+ a 2 B = 0 (6ai — 202 )?+ (—9ai + 3a2)J = 0 là tti = a2/3. 
Như vậy Ẵ — —3B. 
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§ 3 TOÁN TỬ TRONG cơ HỌC LƯỢNG TỬ 

3.1 KHÁI NIỆM TOÁN TỬ 

Trong toán học, ta định nghĩa toán tử là một phép toán tác dụng lên một 
hàm nào đó và biến hàm này thành hàm khác. Ta gọi A là toán tử tác dụng lên 
hàm ĩỊ) và biến hàm này thành hàm điều này được biểu diễn bằng phương 
trình: 

ẦĩỊ; = ậ. (2.24) 

Nếu sử dụng ký hiệu Dirac thì ta có thể viết: 

Ầ\ị) = \ậ). (2.25) 

Trong giáo trình này toán tử được ký hiệu bằng dấu (A) ở trên đầu. Nếu phép 
toán là phép nhân thông thường thì không cần dấu (A), ví dụ: ậ{x) — xĩỊj{x) = 
xĩỊj{x). 

3.2 CÁC PHÉP TOÁN TRÊN TOÁN TỬ 

1. Tổng của hai toán tử 

Ta gọi s là tổng của toán tử A vầ B nếu ta có: 

Sĩp^{Â + B)ĩị) ^Ầĩị) + Bĩị) (2.26) 

2. Tích của hai toán tử và Giao hoán tử 

Toán tử n được gọi là tích của 2 toán tử v4 và R khi ta có: 

ủĩị) = {ẦB)ĩị) = Ầ{Bĩị)) (2.27) 

Phép nhân toán tử có tính kết hỢp, nghĩa là: A{BC) — {AB)C. Nói chung 
tích của 2 toán tử không có tính giao hoán, nghĩa là trong phép nhân toán tử 
thứ tự của toán tử là quan trọng, tích ABìỊ; không nhất thiết phải bằng BAĩỊ). 
Tuy nhiên, ta chú ý đến một trường hỢp riêng khi {AB)'iIj — {BA)'iIj nghĩa là 
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[AB — BA) — 0. Lúc đó ta nói hai toán tử A Yầ B giao hoán với nhau. Ta ký 
hiệu: 

ẦÊ - BÂ^[Â,B] (2.28) 

và được gọi là giao hoán tử của A và B. Khi [A, B] ^ 0 thì A Yầ B không giao 
hoán, ngược lại khi [A, J5] = 0 thì A Yầ B giao hoán. 

Có thể chứng minh các tính chất sau của giao hoán tử [A, B]: 

(1) Phản đối xứng: [À, ồ] — —[ồ, À], 

(2) Giao hoán với một số vô hướng a: [A, aị — 0, 

(3) Phân phối đối với phép cộng: [À + ồ, 0] — [À, 0] + [ố, ở], 

(4) Phân phối đối với phép nhân: [ÂÊ, 0] — [Ầ, C]B + Ầ[B, Ò], 

(5) Đồng nhất Jacobi: [Â, [Ê, ớ]] + [è, [ở, Â]] + [ở, [Â, Ê]] — 0. 

Ví dụ 3.1: 

Toán tử A — X Yằ B — — có giao hoán không? 

dx 

Lời giải: 

+ Ta lần lượt cho tích AB rồi BA tác dụng lên hàm 'iIj{x): 

ÂBi,{x) = 

dx 

ỒẦ'iỊj{x) — -^(xĩịĩíx)) — 'ộ{x) + ■ 

^dx ^ dx 

Trừ hai biểu thức này vế theo vế ta được: 

(iổ - Ổi)V^(x) = =~'ộ{x). 

dx \ dx J 

Như vậy: [v4, B] = —1, điều đó có nghĩa là 2 toán tử X và ^ không giao hoán. 

3.3 HÀM RIÊNG VÀ TRỊ RIÊNG CỦA TOÁN TỬ 


Nếu tác dụng của toán tử A lên hàm Ip chỉ đơn giản là phép nhân hàm này 
cho một số vô hướng a: 

ÂĩỊj = aĩp. (2.29) 

Lúc đó ta nói rằng ìỊj là hàm riêng của toán tử A, còn a là trị riêng của A. Tập 
hỢp các trị riêng của A được gọi là phổ trị riêng. Phương trình (2.29) được gọi 
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là phương trình cho trị riêng và hàm riêng của toán tử hay gọi tắt là phương 
trình trị riêng. Ta phân biệt hai trường hỢp: 

a) Phổ trị riêng của A là gián đoạn, nghĩa là có các giá trị khả dĩ tti, a 2 
.. .ŨN, lúc đó phương trình (2.29) có thể viết như sau: 

AĩỊ;^ — aịĩpi, chỉ số i lấy một trong các giá trị 1, 2, 3., N (2.30) 

b) Phổ trị riêng của A là liên tục, nghĩa là a có giá trị biến thiên liên tục, 
lúc đó phương trình (2.29) trở thành: 

ẦìỊ^a = aĩpa- (2.31) 


Trong trường hỢp này ta nói hàm riêng phụ thuộc vào trị riêng như một thông 
số. 

Ví dụ 3.2: 

a) Giả sử rằng f(x) và g(x) là hai hàm riêng của toán tử A với trị riêng a. 
Chứng tỏ rằng một tổ hỢp tuyến tính bất kỳ của f(x) và g(x) cũng là hàm riêng 
của A với cùng trị riêng a. 

b) Kiểm tra rằng f(x) = exp(x) và g(x) = exp(-x) là hàm riêng của toán tử 
/dx^ với cùng một trị riêng. Hãy xây dựng hai tổ hỢp tuyến tính của f và g 

là hàm trực giao trong khoảng (-1,1). 

Lời giải: 

a) Giả sử: Af{x) — af{x) và Ag{x) — ag{x). Đặt h{x) — af{x) + f3g{x), ta 
được 


Ầh{x) — Â{af + (5g) — a{Ầf) + P{Âg) — a{af) + P{ag) — a{af + (5g) — ah. 


b) Ta có: 


dx‘^ 

dh 

dx‘^ 


d^ 


dx‘^ 

d^ 


dx‘^ 


(eO = = e* = / = 1./. 

(«■") = = <^-” = 9 = 1.9. 
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Như vậy cả hai hàm exp(x) và exp(—x) đều là hàm riêng của toán tử d^/dx^ 
với trị riêng đều bằng 1. Tổ hỢp tuyến tính trực giao đơn giản nhất là: 

sinhx = i(e* - e~^) = i(/ - g) và coshx = i(e* + e”*) = i(/ + g). 

3.4 Sự SUY BIẾN CỦA TRỊ RIÊNG 

Ta khảo sát một trường hỢp quan trọng khi xét bài toán trị riêng của toán 
tử. Nếu một hàm riêng chỉ ứng với một trị riêng thì ta nói toán tử A có trị riêng 
không suy biến. Trường hỢp ngược lại nếu một trị riêng tương ứng với s > 1 
hàm riêng thì ta nói A có trị riêng suy biến, s được gọi là bậc (bội) suy biến. 

Trong trường hỢp toán tử A có trị riêng ttị suy biến thì phương trình (2.30) 
được viết lại như sau: 

Ầ'ộif ^ , với/ = 1,2,3...s. (2.32) 

3.5 TOÁN TỬ TUYẾN TÍNH 

Toán tử A được gọi là tuyến tính nếu và chỉ nếu, với mọi vectơ 'ội và Ip 2 
thuộc không gian Hilbert và các số phức bất kỳ Ci và C2, ta có: 

Ầ{ciĩỊ)i + C 2 'Ộ 2 ) = ciẦội + C 2 ẦĩỊ) 2 ] hay tổng quát hơn Â '^2 CiĩỊ)i = ^ CiẦĩỊ^i 

ỉ i 

Ví dụ, ta có thể chứng minh toán tử đạo hàm “d/dx” là toán tử tuyến tính, các 
toán tử “/ 05 '”, “ exp ” không phải là toán tử tuyến tính. 

3.6 TOÁN TỬ HERMITE 

a) Toán tử liên hỢp Hermite: 

Toán tử A^ ^ gọi là liên hỢp Hermite với toán tử A nếu và chỉ nếu, với hai 

^Dấu được t được gọi là dấu dag, từ chữ dagger của tiếng Anh, nghĩa tiếng Việt là dao găm, dấu 
chữ thập 
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hàm bất 'kỳ ĩị) vầ, ộ trong không gian không gian Hilbert ta có: 

[ 'ệ*ẦộdV = [ {Â^^ộỴậdV. (2.33) 

Jv Jv 

Nếu viết theo ký hiệu Dirac thì: 

(ĩPịÂậ) = {Â^ĩpịậ) (2.34) 

Cần lưu ý: — (A*), trong đó dấu (~) chỉ sự chuyển vị (chỉ xét trong trường 

hỢp toán tử được biểu diễn dưới dạng ma trận). 

Các tính chất của toán tử liên hỢp Hermite: 


(i^)^ = i, (2.35) 

(ai^)^ = (2.36) 

(i^)t) = (it)n^ (2.37) 

{Ă + Ê + C + Dy) = Â^ + è^ + Ò^ + D^, (2.38) 

{ĂỒÔD)^) = D^Ò^Ồ^Ă^, (2.39) 

{ĂÊCDịĩl;))^) = {'ệịD^Ò^B^Ăl (2.40) 


b) Toán tử tự liên hỢp (toán tử Hermite): 

A được gọi là toán tử tự liên hỢp hay toán tử Hermite khi A^ — A. Như 
vậy, điều kiện để toán tử A là toán tử Hermite xuất phát từ (2.33) là: 


[ ĩị)*ẦậdV = [ {Ầ'ộỴậdV hay {'ộ\Ầậ = {Ầĩị)^) (2.41) 

Jv Jv 


Ví dụ 3.3: 

Toán tử — và toán tử i— có phải là toán tử Hermite không? 
dx dx 

Lời giải: 

a) Nếu toán tử — là toán tử Hermite thì ta có hệ thức: 
dx 


>•+0X3 


ĩỊj*—ậdx 

dx 


-+00 


-^'ộ*ậdx. 

dx 


—oo 


—oo 


(2.42) 
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Ta biến đổi vế trước bằng cách sử dụng tích phân từng phần: 


'•+CX3 


dx —OQ 


^+oo 


ự,^<íx. 

dx 


Vì hàm sóng triệt tiêu ở vô cùng nên số hạng 'Ip*ậ 


+00 


= 0, từ đó 


-+CX3 


dx 


-+00 


ệ^4^dx. 

dx 


(2.43) 


So sánh (2.43)với (2.42), ta thấy toán tử d/dx không phải là toán tử Hermite. 

b) Nếu toán tử i— là toán tử Hermite thì ta có hệ thức: 
dx 



'ộ*{i,)ộdx — 
dx 



■^'ộỴậdx. 

dx 


(2.44) 


Vế trước của (2.44) là: 



'ộ*{ỉ-f-)dx — ỉ 
dx 



'ộ*^dx. 

dx 


Tích phân ở vế sau của (2.44) chính là vế trước của (2.42). Biến đổi tương tự 
như phần a) ta được: 



'ộ*{ỉ-f-)dx — —ỉ 
dx 



ự,^<íx 

dx 



^'ộỴdx. 

dx 


(2.45) 


Như vậy, toán tử i— là toán tử Hermite. 
dx 

Ví dụ 3.4: 

a) Chứng minh rằng tổng của hai toán tử Hermite là toán tử Hermite 

b) Giả sử A là toán tử Hermite và a là một số phức. Với điều kiện nào thì 
của a thì aA là Hermite? 

c) Khi nào thì tích hai toán tử Hermite là Hermite 

d) Chứng tỏ rằng toán tử tọa độ (x = x) và toán tử Hamilton H — 
— {ĩA/2m)d‘^/dx‘^ + V{x) là Hermite. 


Lời giải: 



52 


Chương 2. Cơ sở toán học của cơ học lượng tử 


a) Nếu toán tử tổng A + B ìh. Hermite thì ta có hệ thức: 

{i,\Ầ + B\ậ) = {(Ầ + B)ị\ậ) 

Ta có: 

mẦ + B)ậ) = {i,\Ầệ) + {i,\Bệ) = {Ầị\ậ) + {Bị\ậ) = ({i + B)ị\ậ). 

Vậy tổng của 2 toán tử Hermite cũng là toán tử Hermite. 

b) Nếu toán tử aA là Hermite thì ta có hệ thức: 

{ĩị)\aẦ(ị)) = {{aẦ)'ộ\ộ) 

Ta có: {'iị)\aẦộ) — a{'ộ\Ầộ) — a{Ầ'ộ\ộ) — {a*Ầ'ộ\ộ). Như vậy, để cho aẦ là 
toán tử Hermite thì ta phải có a* — a, nghĩa là a là một số thực. 

c) Nếu toán tử tích AB là Hermite thì ta có hệ thức: 

{i,\ẦBệ) = {{ẦB)i,\ệ). 

Vì A Yầ B ỉầ toán tử Hermite nên: 

{ĩpịÂÊịậ) = {ÂĩPịÊậ) = (ỒÂĩPịậ). 

Như vậy để toán tử tích AB là Hermite thì ta phải có AB — BA, nghĩa là hai 
toán tử A Yầ B phải giao hoán với nhau. 

d) Để chứng tỏ toán tử tọa độ (x = x) và toán tử Hamilton 
H — —{lA/2m)đ?/dx^ + V{x) là Hermite ta chứng minh hai hệ thức sau: 

{'ộ\x(Ị)) — {x'ộ\(Ị)) và {'Ộ\H(Ị)) — {H'Ộ\(Ị)) 


Ta có: 


{'ộ\xậ) — {'ộ\xậ) — {xĩỊj\ậ) — {xĩỊj\ậ). 


Vậy X là toán tử Hermite. 


{ị\Hệ)= r rị- 

J —oo \ 

r 


2m 


■TVXT + y ]<pdx 
2m dx^ J 

,^d^ậ 

ĩịĩ --^dx + / ĩị) Vậdx. 

dx^ J-oo 
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Lấy tích phân từng phần hai lần số hạng thứ nhất ở vế phải của biểu thức trên, 
ta được: 

dx^ dx^ 

Từ đó, nếu V(x) là thực thì ta có: 

/ QQ / i: 2 j2 / \ * 

.1 (-£1? + 

Vậy H là toán tử Hermite. 

3.7 HÀM TOÁN TỬ 

Gọi F{A) là hàm của toán tử A. Nếu A là toán tử tuyến tính, ta có thể khai 
triển Taylor hàm F{A) thành chuỗi luỹ thừa của A\ 

í'{i)=^a„i", (2.46) 

n—Q 

trong đó ttn là hệ số khai triển. Một ví dụ về hàm toán tử là hàm Hàm này 
có thể khai triển như sau: 

gữâ = = 7 + ai + H- (2.47) 

n=0 

Sau đây là một số tính chất của hàm toán tử: 

(1) Nếu A giao hoán với B thì B sẽ giao hoán với hàm toán tử của H, nghĩa 
là [è, F{Â)] = 0 

(2) F{A) giao hoán với A và một hàm bất kỳ của A, nghĩa là [A,F{A)] — 

0, [^{il.Gíi)] = 0. 

(3) Liên hiệp Hermite của F{Â) là [7"(Ẩ)]^ = F*{Ằ^). Nếu Â là toán tử 
Hermite thì F{A) không nhất thiết là Hermite. F{A) là Hermite nếu và chỉ nếu 
F là hàm thực và A là Hermite. Ví dụ 



(2.48) 
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trong đó a là một số phức. 

(4) Nếu A là Hermite thì khai triển của hàm toán tử ^(^4) = ‘^ãnẢ'^ là 

n 

Hermite nếu và chỉ nếu hệ số ttn là thực. 

3.8 TOÁN TỬ NGHỊCH ĐẢO VÀ TOÁN TỬ ĐƠN NGUYÊN 

a) Toán tử nghịch đảo: Ta gọi A~^ là nghịch đảo của toán tử tuyến tính A 
nếu ta có hệ thức 

Â-^Â = ii-i = 7, (2.49) 

trong đó I là toán tử đơn vị, đó là phép toán không làm thay đổi hàm khi nó 
tác dụng: I\'ip) — \'ip). 

b) Thương của 2 toán tử: Giả sử có tồn tại toán tử là nghịch đảo của 
B, thương của hai toán tử là: 

4 = Ầè-^ và Í-Ầ = è-^À. (2.50) 

Ê Ê Ê 

Như vậy, chia một toán tử A cho một toán tử B thì tương đương với nhân A 
cho Ổ“h Nói chung ẦB~^ Ỷ B~^Ầ. 

c) Toán tử đơn nguyên: Một toán tử u được gọi là đơn nguyên (unitary) 
nếu nghịch đảo của nó bằng liên hỢp của nó: w — u~^ hay uw — uu~^ — 7. 

Ta có thể chứng minh rằng tích của hai toán tử đơn nguyên cũng là toán tử 
đơn nguyên: 

Thật vậy: {ừv){ữvy = {ỮV){VWy = ữ{vvyữ^ = ừữ^ = 7, hay {ỮỶy = 

{ữvr\ 

3.9 CÁC TÍNH CHẤT CỦA TOÁN TỬ HERMITE 

Toán tử Hermite khảo sát trong cơ học lượng tử có các tính chất sau: 
a) Tính chất 1: Trị riêng của toán tử Hermite là thực. 

Chứng minh: Ta xét toán tử A có trị riêng ttị (không suy biến) ứng với hàm 
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riêng ĩỊji thoả mãn phương trình trị riêng: 

ẦĩỊji = (2.51) 

Ta chứng minh rằng nếu A là Hermite thì trị riêng ttị là thực, nghĩa là a* — ttị. 
Theo định nghĩa của toán tử Hermite: 

{'ộiịÂĩpi) = {Âĩpiịĩpi) (2.52) 

Thay phương trình trị riêng (2.51) vào (2.52) ta được: 

{'ệi\ai'ệi = hay {ttị - aị){'ệi\'ệi) = 0 

Vì {'ội\ĩpi))0 nên ta được ttị — a*. Vậy ttị là một số thực. 

b) Tính chất 2: Các hàm riêng tương ứng với hai trị riêng phẫn hiệt của 
toán tử Hermite thì trực giao với nhau. 

Chứng minh: Ta xét toán tử A có hai trị riêng phân biệt ai,aj tương ứng 
với hai hàm riêng ĩỊji,ĩỊjj, với i ^ j. Ta, chứng minh rằng nếu A là Hermite thì 
trực giao nhau, nghĩa là {ĩpi\ĩpj) = 0. 

Theo định nghĩa của toán tử Hermite: 

{ĩpi\ẦĩỊjj = {ẦĩỊji\ĩỊjj) 

Thay phương trình trị riêng tương ứng với 2 trị riêng ttị, aj vào ta được: 

{'ệi\aj'ệj = hay {aj - a*){'ệi\'ệj) = 0 

Vì ơị Ỷ ơj nên {'ội\ĩpj) = 0. Điều này chứng tỏ hai hàm riêng 'ội, ĩỊjj trực giao. 

c) Tính chất 3: Các hàm riêng của toán tử Hermite thì lập thành một hệ cơ 

sở trực chuẩn và đầy đủ cho không gian Hilbert các hàm sóng. 

Nếu v4 là toán tử Hermite thì các hàm riêng {'Ipi} của nó sẽ lập thành một hệ 

cơ sở trực chuẩn và đầy đủ. Nghĩa là một hàm bất kỳ trong không gian Hilbert 

có thể khai triển thành tổ hỢp tuyến tính của các {'ội}. Ta chứng minh rằng 

nếu ìỊj — E Cịĩpi và ự) = Eb jĩljj thì A là toán tử Hermite, nghĩa là: 

* j 
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{4,\Ầệ) = {Ải,\ộ). (2.53) 

Chứng minh: 

Thay các khai triển của hàm ìỊ) và hàm ộ vào vế trái của (2.53), ta được: 

{Ầĩp\ộ) = (^ 5 ^ céi\ CiẦ'ipi \^ hjĩpj) 

i j i j 

= aai^ội I hjĩỊjj) = ^ c* a*.hj 

ỉ j i,j 

= c*a* 

i 3 i 

Tương tự ta có thể chứng minh được vế phải: {ĩỊj\Aậ) — ^ c*bia*. Như vậy, hai 

ỉ 

vế của phương trình (2.53) trùng nhau, nên A là toán tử Hermite. 

3.10 ĐIỀU KIỆN TRựC CHUẨN của hàm riêng 


• Trường hỢp toán tử có phổ trị riêng gián đoạn: 
+ Phương trình trị riêng: 


+ Điều kiện trực chuẩn: 

ẢìỊji = ũiịi 

(2.54) 

+ Khai triển theo hàm riêng: 

{k\k) = ỗij 

(2.55) 


ỉ 

(2.56) 

Trường hỢp toán tử có phổ trị riêng liên tục: 

+ Phương trình trị riêng: 


+ Điều kiện trực chuẩn: 

Ầ'ộa = a'ộa 

(2,57) 


{'ộa\'ộa') = ổ(a - á) 


( 2 . 58 ) 
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+ Khai triển theo hàm riêng: 

= / Ca'ộada, (2.59) 

J a 

trong đó ỗ{a — a') là hàm Delta-Dirac (xem phần phụ lục). 

3.11 TOÁN TỬ CHIẾU 

1. Tích trong và tích ngoài 

a) Tích trong: Tích vô hướng của bra {ộị và ket ịĩp) được gọi là tích trong 
(inner product): 

= Ị ậ*^ị)dV. (2.60) 

Jv 

Tích trong của \ĩỊj) và {ậ\ là một số thực dương. Điều này tương tự như tích 
của số phức và liên hiệp phức của nó, hoặc tích vô hướng của 2 vectơ thông 
thường là một số vô hướng. Tích trong của bra {'Ipj\ và ket \A'ipi) là {'ipj\A\'ipi) 
hoặc đơn giản là {j\A\i). 

b) Tích ngoài: Tích ngoài (outer product) của bra {ậ\ và ket \ĩỊj) là \ĩỊj){ộ\. 
Tích ngoài đóng vai trò như một toán tử. Nếu ta cho tích ngoài tác dụng lên 
ket \ỵ) ta sẽ nhận được biểu thức \'ộ){ộ\x)- Như vậy, toán tử \'ộ){ộ\ tác dụng 
lên \ỵ) và chuyển Ix) thành một ket tỉ lệ với \ĩỊj). 

2. Toán tử chiếu 

Ta định nghĩa toán tử chiếu (projection operator) Pị là tích ngoài của ket 
\ĩỊji) và bra {ĩỊji\ tương ứng: 

Pi = \'ội){'ội\ = ụ){ỉV ( 2 - 61 ) 

Nếu tác dụng toán tử này lên một ket \ậ) bất kỳ: Pi\ộ) — \i){i\ậ) ta được 
một ket tỉ lệ với |z) với hằng số tỉ lệ là tích vô hướng (tích trong) {'iỊ)i\(ị)). Toán 
tử Pj được gọi là toán tử chiếu vì nó chiếu \ậ) lên phương của 'ệị. Toán tử 
pf — PịPị — |z)(z|z)(z| = |z)(z| = Pị, trong đó các ket |z) là chuẩn hoá. Tương 
tự, ta có thể chứng minh rằng pp — Pị. Điều này có nghĩa là hình chiếu của \ậ) 
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lên |z) là giống nhau cho dù thực hiện một phép chiếu (Pj), hai phép chiếu {Pị) 
hay nhiều phép chiếu (P”) liên tiếp nhau. 

Ví dụ 3.5: 

Chứng tỏ rằng toán tử Pị — \ĩỊji){ĩỊji\ là toán tử chiếu nếu \ĩỊji) thoả mãn điều 
kiện chuẩn hoá. 

Lời giải: 

Ta thấy rằng toán tử \'iỊ)i){'iỊ)i\ là toán tử Hermite vì 

Vì vậy, nếu \ĩỊji) chuẩn hoá thì {'ội\'ội) — 1, nên Pị — Pị. 

Nói tóm lại, nếu trạng thái {i\ là chuẩn hoá thì tích |i)(i| là một toán tử chiếu. 

§ 4 CÁC TOÁN TỬ Cơ BẢN TRONG HỌC LƯỢNG TỬ 

Ta sẽ tìm dạng của các toán tử cơ bản diễn tả các đại lượng động lực (biến 
động lực) cùng với các trị riêng và hàm riêng tương ứng. Vì hàm sóng đang xét 
là hàm phụ thuộc biến số toạ độ nên dạng của các toán tử tìm được sẽ là các 
phép toán của toạ độ, lúc đó ta nói ta xét dạng của toán tử trong biểu diễn toạ 
độ hay x-biểu diễn. Để tìm dạng của các toán tử trong cơ lượng tử ta sử dụng 
“Nguyên lý tương ứng” có nội dung như sau: “ Hệ thức giữa các toán tử trong 
cơ lượng tử có dạng như hệ thức giữa các đại lượng trong cơ học cổ điểH 

4.1 TOÁN TỬ TỌA ĐỘ 

Trong tọa độ Descartes, toán tử tọa độ được biểu diễn như sau: 

r — XI + ỳ J + zk 

Trước hết cần lưu ý rằng trong x-biểu diễn thì: X = X, và u{£) — U{x), nghĩa 
là các toán tử này tác dụng lên hàm '?/^(x) chỉ đơn giản là phép nhân thông 
thường. Ta chỉ cần xét một thành phần của toán tử toạ độ, chẳng hạn thành 
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phần trên trục X. 

Phương trình trị riêng của toán tử X là: 

xìỊj{x) — xìỊj{x) (2.62) 

Áp dụng tính chất của hàm delta: {x — xo)ổ(x — Xo) == 0, ta có thể viết: 

xỗ{x — Xo) = xqỖ{x — Xo) 

Vì trong x-biểu diễn, X — X nên: 


xổ(x — Xo) = Xoổ(x — Xo) (2.63) 

So sánh với phương trình trị riêng (2.62) ta thấy toán tử X có hàm riêng ổ(x — Xo) 
ứng với trị riêng Xo- Từ (2.63) ta thấy rằng trị riêng của X là một đại lượng liên 
tục. 

Tóm lại, trong trường hỢp 3 chiều toán tử toạ độ r có: 

a) Dạng: r — r 

b) Trị riêng: r — tq 

c) Hàm riêng: 'ộro{r) — ỗ{r — ĩo); với ỗ{r — ĩo) là hàm Delta-Dirac ^ 

4.2 TOÁN TỬ XUNG LƯỢNG 

(1) Dạng của toán tử xung lượng 

Có nhiều cách để xác định dạng của toán tử xung lượng (momentum). ở đây 
ta sẽ xuất phát từ móc Poisson cổ điển = ỗjk- Theo nguyên lý tương 

ứng thì trong cơ học lượng tử móc Poisson có dạng: 

\j}j^Xỵ\ — ^jk- 


^Xem phần phụ lục 
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Hay: 

{i/h)[ỷj,Xk] = ôjk ^ [{i/h)px,x] = 1. 
Ta có thể chứng minh được hệ thức giao hoán sau: 


= 1 . 

dx 

Từ (2.64) và (2.65), ta tìm được dạng của toán tử ệx'- 

{i/h)px ^ ị--^Vx^ ^ 

dx dx dx 

Tổng quát cho trường hỢp 3 chiều ta có dạng của toán tử xung lượng: 


p = -ihv = -ih 

\ơx ơy ơz J 


(2) Hàm riêng và trị riêng của toán tử xung lượng 
Phương trình trị riêng của toán tử Px là: 


Px'ộ{x) = Px'ộ{x) 


Thay dạng của Px vào, ta được 


^Vx'^{x) 


Phương trình này có nghiệm: 


^(x) = 


(2.64) 


(2.65) 


( 2 . 66 ) 


(2.67) 


Vì X biến thiên liên tục nên giá trị của Px cũng liên tục. Từ đó ta đi đến kết 
luận trị riêng của toán tử Px là liên tục. 

Để tìm hàm riêng chuẩn hoá, ta dùng điều kiện chuẩn hoá: 


/ CX3 

'^P,{x)'ộpẨx)dx = Ô{px-Px). 
-oo 


từ đó, ta được 


\C^\ = \C‘^\2tĩỖ = Ô{px-Px)- 
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Do tính chất của hàm delta: ỗ(ax) — (l/|a|)ổ(x) nên ta tính được hệ số chuẩn 
hóa c — 1/\/27ĩằ. 

Tóm lại, toán tử xung lượng Px có: 

(1) Dạng: 

(2) Trị riêng: Px có giá trị liên tục, 

(3) Hàm riêng: 'ộp^{x) — 

Trong trường hỢp 3 chiều thì: 

(1) Dạng: p — —ihV, 

(2) Trị riêng: p có giá trị liên tục, 

(3) Hàm riêng: 

1 /• /►N/ 1 /. /►N í; ^ 

'ìh^(r \ —— Ji/fỉ){PxX+pyy+pzz) ịi/h)P.r 

’ (2irfi)3/2® {2irfi)3/2® 

4.3 TOÁN TỬ NĂNG LƯỢNG 

Trong cơ học cổ điển năng lượng toàn phần biểu thị qua xung lượng và tọa 
độ của hạt, được gọi là hàm Hamilton và có dạng: 

(P)2 . 

H{f,p) = + ữ{r) 

2m 

Trong cơ học lượng tử, hàm Hamilton tương ứng với toán tử Hamilton hay còn 
gọi là Hamiltonian (theo tiếng Anh) hay Hamiltonien (theo tiếng Pháp): 

H=^ + ù(f) (2.68) 

Thay dạng của p vào (2.68) và để ý rằng ữ{r) — u (r) ta được 

È ^ -^A + U{Pị (2.69) 

2m 

Phương trình trị riêng của toán tử năng lượng là: 


— E'ip{r) 


( 2 . 70 ) 
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Thay dạng của toán tử H ở (2.69) vào phương trình trên, ta được phương trình 
trị riêng của năng lượng dưới dạng phương trình vi phân bậc 2: 

A'iỊj{f) + ‘^[E -U (r)]V^(r) = 0, (2.71) 

trong đó, toán tử Laplace có dạng tùy thuộc vào hệ tọa độ khảo sát. Chẳng hạn 
nếu xét trong hệ tọa độ Descartes 3 chiều thì: 

dx‘^ dy‘^ dx'^ 

Như vậy, dạng của toán tử năng lượng phụ thuộc vào dạng của thế năng, 
nghĩa là phụ thuộc vào trường thế mà trong đó hạt chuyển động. Từ đó, trị 
riêng và hàm riêng của toán tử cũng phụ thuộc vào tính chất của chuyển động 
của hạt. Việc giải phương trình cho trị riêng và hàm riêng của toán tử năng 
lượng là một bài toán cơ bản của cơ học lượng tử. Trong đa số trường hỢp, ta 
chỉ xét bài toán một chiều (theo trục x): 

^ + (2.72) 

4.4 TOÁN TỬ MOMEN XUNG LƯỢNG 

Theo học cổ điển mômen xung lượng của hạt được xác định bởi: 

L^rxP. (2.73) 

Trong hệ tọa độ Descartes, các thành phần của L là: 

Lx = yPz - ZPy, 

Ly = ZP:C - xpz, (2.74) 

Lz = xpy - ypx- 

Trong cơ học lượng tử, toán tử mômen xung lượng có dạng: 

L — rx p. 


(2.75) 
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Các thành phần của toán tử mômen xung lượng trong hệ tọa độ Descartes có 
dạng: 

Lx = yPz - ZPy, 

Ly = zệx - XPz, (2.76) 

Lz = xỷy - ypx- 

Thông thường, khi khảo sát mô-men xung lượng người ta thường dùng hệ toạ 
độ cầu (r, 9, ậ) trong đó ta xét hai toán tử cơ bản, đó là toán tử hình chiếu 
mô-men xung lượng lên trục z {Lz) và toán tử mô-men xung lượng toàn phần 
(hay là toán tử bình phương mô-men) (T^). 

1) Toán tử Lz 

a) Dạng của toán tử Lz'. Trong hệ toạ độ cầu, toán tử này có dạng: 

Lz = -lỉiị-. (2.77) 

ơộ 

b) Trị riêng và hàm riêng: 

Phương trình trị riêng của Lz là: 

Lz'ệ{ộ) = Lz'ộ{ộ). (2.78) 

Thay dạng của Lz vào (2.78): 

= Lz'ộ{ệ)- (2.79) 

Giải phương trình vi phân bậc nhất này ta được hàm riêng là: 

pj{ậ) = 

Để xác định trị riêng ta dùng điều kiện đơn trị của hàm sóng: 

= 'iỊj{ậ + 27r). 


Từ đó: 


g(i/fi)L.27r ^ ^ ^ ^i 2 nm ^ ^ với m = 0, ±1, ±2, ±3... 
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Như vậy, hàm riêng của Lỵ có thể viết lại như sau: 

ịraiệ) = Ce'"'t 

Dùng điều kiện chuẩn hoá {'ệm\'ệm) = 1, ta tìm được hệ số ơ = 1/y/^. 

Tóm lại, trong hệ toạ độ cầu toán tử hình chiếu mô-men xung lượng lên trục 
0 có: 

(1) Dạng: 

(2) Trị riêng: Lỵ — mh có giá trị gián đoạn: L^ — 0^, ±1^, ±2^, ±3^..., 

(3) Hàm riêng: 'ệmiậ) — 

V 27r 

2) Toán tử bình phương mômen xung lượng 

a) Dạng của toán tử L^: Trong hệ toạ độ cầu toán tử này có dạng: 

ừ = -h^Ae,^, (2.80) 


với Aộ 0 là phần góc của toán tử Laplace trong hệ toạ độ cầu và có dạng như 
sau: 


Ae,ộ - 


sim 9 


sinớ^(sinớ^) + 


de 


de' Ỡ 2 (/) 


(2.81) 


Phương trình trị riêng của toán tử L^ có dạng: 



Hình 2.2: Minh hoạ hình học quan hệ giữ độ lớn của vectơ mômen xung lượng và hình chiếu 
của nó lên trục z. 
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-h^^e,ộ'ộ{0, ộ) = L^'ộ{0, ộ). (2.82) 

ở đây ta chưa giải phương trình này (xem cách giải ở chương VI) mà chỉ đưa 
ra kết quả về trị riêng và hàm riêng của nó: 

b) Trị riêng: 

ư = + 1) hay L = h^íự+l), (2.83) 

trong đó í có các giá trị khả dĩ là 0, 1, 2, 3... 

c) Hàm riêng: 

= Ytje,<l>) = Pén{eose)e'"'t (2.84) 

trong đó P£m{cos9) được gọi là đa thức Legendre liên kết (xem phần phụ lục). 

4.5 HỆ THỨC GIAO HOÁN GIỮA CÁC TOÁN TỬ 


Các hệ thức giao hoán cần nhớ 

(a) [xj,Xk] = 0 (b) [ỳj,Vk\ = 0 

(c) [pj,Xk] = -ihỗjk (d) [f{x),px] = 

(e) [Lj,Xk] = ihejkiX£ (f) [Lj,pk] = ihejkiPí 

(g) [Lj, Lk] = ihejkeLe (h) [Lj, L^] = 0 

Trong các hệ thức trên ejk£ được gọi là tensor Levi-Civital. Tensor này có giá 
trị bằng 0 khi có ít nhất 2 chỉ số trùng nhau và có giá trị bằng ±1 khi 3 chỉ số 
phân biệt nhau. Cụ thể như sau: 



khi các hoán vị của tuân theo chiều kim đồng hồ 

khi các hoán vị của tuân theo chiều kim đồng hồ 


§ 5 TÓM TẮT CHƯƠNG 2 

• Khái niệm xác suất trong phép đo một đại lượng động lực là rất quan 
trọng để mô tả tính chất thống kê trong cơ lượng tử. Xác suất để đo đại 
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lượng A được giá trị ttk là Wk nếu A có giá trị gián đoạn. Trường hỢp A 
giá trị liên tục ta sẽ thay khái niệm xác suất bằng mật độ xác suất p{a) là 
xác suất để khi đo A ta được giá trị a. 

• Trị trung bình trong phép đo một đại lượng động lực theo lý thuyết xác 
suất là: A = ^ aỵĩHk nếu A có giá trị liên tục, hoặc A — ap(a)da nếu A 
CÓ giá trị liên tục. 

• Hàm sóng đặc trUng cho trạng thái của hạt vi mô được biểu diễn bằng một 
phần tử của không gian Hilbert, đó là một không gian tuyến tính phức vô 
hạn chiều được trang bị một tích vô hướng {ậ\'ộ), trong đó \ĩỊj) được gọi 
là vectơ ket, {ậ\ được gọi là vectơ bra. Một phần tử ìỊ) bất kỳ của không 
gian Hilbert có thể khai triển thành tổ hỢp tuyến tính của các vectơ cơ sở 
trực chuẩn ộị. 'ệ = '^Ciậị. 

ỉ 

• Các toán tử cơ bản trong cơ học lượng tử tương ứng với các đại lượng 
động lực cơ bản như toạ độ, xung lượng, năng lượng, momen xung lượng. 
Toán tử toạ độ và xung lượng có trị riêng liên tục, trong lúc đó toán tử 
hình chiếu mômen xung lượng lên trục z và toán tử mômen toàn phần có 
trị riêng gián đoạn. Tính gián đoạn hoặc liên tục của toán tử năng lượng 
phụ thuộc vào dạng của thế năng. 

§ 6 BÀI TẬP CHƯƠNG 2 

1. Tìm hàm riêng và trị riêng của các toán tử sau: 

a)A = Iiếu hàm riêng thoả mãn điều kiện: 'iỊ){x) — 'iỊj{x + L); với h— 

const 

h)B — —nếu hàm riêng thoả mãn điều kiện: 'Ipi^x) = 0 tại X = 0 và 
X — L. 


2 . Chứng minh các hệ thức giao hoán sau: 
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a) [x,Px\ = ih, 

b) [x^,Px] — inhx'^~^, với n > 1 

3. Kiểm tra các hệ thức giao hoán sau: 

a) [f{x),Px\ = 

b) [f{x),pl] = 2ihm^Px + 

c) [x^, [x,p2]] = —Ah^x 


4. Kiểm tra hệ thức giao hoán sau đối với hạt chuyển động trong trường thế 
năng u(x) 
a) [H,x\^ ~~~P^ 

m 


h)[H,pl] = 2ih^^^Ệ^Px + 


d‘^U{x) 

dx"^ 


5. Chứng minh rằng nếu hai toán tử v4 và B là Hermite và không giao hoán 
với nhau thì toán tử [A, B\ là không Hermite, trong lúc đó toán tử Ỉ[A, B] 
là Hermite 


6. Chứng minh các toán tử sau đây là Hermite: 

a) Px b) pI 

7. Xét hai toán tử A — d/dx Yầ B — đ?/dx‘^ tác dụng lên hai hàm trực chuẩn 

ĩỊji — Csinnx và 'ỉ /^2 = Ccosnx, trong đó 

n — 1, 2,3,..., c = l/\/ũ và X c (—TT, tt). Toán tử Ẩ và J5 có phải là 
Hermite không? 

8. Chứng minh các toán tử Lz và Lị là Hermite. 

9. Kiểm tra các hệ thức giao hoán sau: 

a) [x, Lx] = 0; b) [ỳ, Lx] = -ihz] c) [Lx,Px] = 0; 

d) [Lx,Pz] = -ihpy] e) [Lx,PỈ] = 0; f) [ừ, Lị] = 0, M, y, z. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 

1. a) Phương trình trị riêng của toán tử A: Aìị^ — aĩị). 

Thay dạng của toán tử A vào: 

—giải ra ta được: ĩl){x) — 

Dùng điều kiện biên đã cho: 

ĩị){x) ^ 'ộ{x + L) ^ ^ giai ^ ^ gi 27 rn_ 

Từ đó, ta được trị riêng: a — ttn — với n = 0,1, 2, 3,... 

b) Phương trình trị riêng của toán tử B: BĩỊj — hĩị). 

Thay dạng của toán tử B vào: 

^hĩị) ^ ^ĩị) + òư = 0 
dx^ 

Giải ra ta được: 'ộ{x) — Ci cos{y/bx) + Ơ 2 sin(\/òx) 

Dùng điều kiện biên: 

+ ^(0) = 0 ^ Gi = 0 

+Ư(T) == 0 sin(\/òL) = 0 ^ b = bn — (^)^, với n — 1,2,3,.... 

2. a) Để chứng minh hệ thức [x,Pa;] = ih ta tác dụng hệ thức này lên hàm 
ĩpi^x). Thay dạng của toán tử ỷx vào vế trái, lấy đạo hàm và áp dụng tính 
chất giới nội của hàm 'ộ{x) ta được kết quả như ở vế phải. 

b) Có 3 cách để chứng minh hệ thức [x^,Px] — inhx'^~^: 

(1) Dùng phương pháp quy nạp: [x'^,px] — inhx'^~^ đúng 
khi n — k, nghĩa là: [x^,p^ — ikhx^~^, ta sẽ chứng minh hệ thức này 
đúng cho trường hỢp n — k + 1: 

[x’"^^,Px\ = [x^X,Px] = X^[x,Px] + [x’",Px]x. 

Vì [x,Px] — ih và [x^,Px] — ikhx^~^ nên: 

[x^~^^,Px] — ihx^ + {ikhx^~^)x — ih{k + l)x^. 

Hệ thức này đúng cho k bất kỳ nên cũng đúng cho k — n — V. [x'^,Px\ — 
inhx'^~^ 
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(2) Sử dụng hệ thức: [Ầ^,B\ — ^[Ầ,B\ + [Ầ^ ^,-Ồ]Ẩ và 

[x,ỳx\ — ih ta sẽ tìm được: 

[x^,ệx\ = x[x,Px\ + [x,ỷx]x = 2ihx. 

Tiếp tục tính như trên với bậc số mũ của x"^ cao hơn, ta được hệ thức cần 
chứng minh. 

(3) Tác dụng [x'^,ỳx\ lên hàm ìỊj{x). Thay dạng của toán tử ộx vào vế trái, 
lấy đạo hàm và áp dụng tính chất giới nội của hàm '?/^(x) ta được kết quả 
như ở vế phải. 

3. a) Khai triển [Â, Ê] — ẦÊ — ỀẦ 

Tác dụng hàm sóng ìỊj{x) lên giao hoán tử [/(x),Pa;]: 

[f{x),Px]'ộ{x) = {f{x)px'ộ - Pxf{x)'ộ) = {-ih){f{x)£ĩp - ^Ự{x)ĩp)) 

Tính ra ta được: [f{x),Px] — 

b) Tương tự như câu 3a), thay dạng của toán tử pị — vào và tính 

toán sau đó thay ^ = ị^Px ta được kết quả. 

c) Tính móc [x, PỊ] trước rồi thay vào [x^, [x,p2]] để tính. 

4. Tương tự như bài 3 nhưng trong trường hỢp này toán tử Hamilton có 
dạng: H — p‘ị/2m + U{x). 

5. a) Ta cần chứng minh: {'iỊji\[À, Ồ]'iỊj 2 ) Ỷ {[Ầ--, B']'ội\'Ộ 2 ){^) 

Khai triển móc [v4, B\ rồi thay vào (*) và dùng tính chất Hermitic của toán 
tử A và Ổ, ta tính được: 

(V^i|[Ì,Ổ]V^2) = -([ÂỔ]V^i|V^2) (**). 

b) Ta cần chứng minh: {'ội\ỉ[Ầ, B]ĩl) 2 ) — {Ỉ[Ầ, B]ĩl)i\ĩl) 2 ) (***). 

Dùng kết quả (**) ta chứng minh được (***) 

6. Dựa vào biểu thức định nghĩa của toán tử Hermite 

{ìỊji\ẦìỊj 2 ) = {ẦiỊji\ìỊj 2 ) hay [ ìỊj*ẦìỊj 2 dV = [ {ÂĩpiỴ'Ộ 2 dV. 

Jv Jv 
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a) Nếu toán tử Px là Hermite thì ta có hệ thức: 

/ ĩị)l{-ih)-^'Ộ2dx = / {-ih-^'ộiỴ'Ộ2dx. 

J-oo 9x dx 

Sử dụng tích phân từng phần để tính vế trước, ta sẽ thấy nó sẽ bằng vế 
sau. Như vậy toán tử Px là Hermitic. 

b) Nếu toán tử pị là Hermite thì ta có hệ thức: 

{ĩpl\plĩp2) = {plĩpl\'Ộ2)- 


Hay 

/ oo q2 roo cữ 

Sử dụng tích phân từng phần 2 lần để tính vế trước, ta sẽ thấy nó sẽ bằng 
vế sau. Như vậy toán tử p‘ị là Hermite. 

7. Nếu A là toán tử Hermite thì ta có: 


{ĩịji\Ầìịj2) = {Ầìịji)\'Ộ2). (2.85) 

+ vế phải của (2.85): 

- 2 d 1 

('ội\Ả'il) 2 ) — c‘^ / sìnnx-^ cosnxdx — — / sìĩìnxi—smnx)dx 

J-n dx TT 

-_ỉ _ __ỉ 

=-/ sin nxdx — ... = — 


TT 


+ Vế trái của (2.85): 

d l r 

{Ầ'ipi\'ip 2 ) — / (^ sin nx) cos nxdx = — / cos nx cos nx)dx 

J-n dx 7Ĩ 


1 r _ _1 

— / cos nxdx — 

TT 2 


Ta thấy rằng vế phải và vế trái của (2.85) khác nhau nên toán tử A không 
phải là toán tử Hermite. 
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Nếu B là toán tử Hermite thì ta có: 

{ĩl)l\Bĩl)2) = {Bĩl)i)\ĩl)2). 


( 2 . 86 ) 


+ vế phải của ( 2 . 86 ): 

2 r 1 r 

('ội\Bĩl) 2 ) — c‘^ / sinnx- 7 ^cosnxt/x = — / únnxi—cosnx)dx. 

J-n dx^ TT 

+ Vế trái của (2.86): 

(f 1 r'^ 

{B'iỊji\'iỊj 2 ) — c‘^ / (- 7 ^ sinnx) cos nxc/x =/ (—sinnx) cos nxt/x. 

J — TT dx 7T J — TY 

Ta thấy rằng vế phải và vế trái của (2.86) bằng nhau nên toán tử B là 
toán tử Hermite. 


8 . Dựa vào biểu thức định nghĩa của toán tử Hermite 

{'ộl\Â'Ộ2) = {Â'ội\'Ộ2) 

a) Nếu toán tử Lz là Hermite thì ta có hệ thức: 

{'ệl\L^'ệ2) = {L^'ệi\'ệ2) 

27r r. , / X 27r 

Hay Ị = / {-ih^^)*i; 2 {^)dip 

0 ^ -r 

Sử dụng tích phân từng phần để tính vế trước, ta sẽ thấy nó sẽ bằng vế 
sau. Như vậy toán tử Lg là Hermitic 

b) Nếu toán tử Ll là Hermite thì ta có hệ thức: 

{'Ội\LI'Ộ2) = {Llĩpi\'Ộ2) 

Hay / ĩpỉ((p)(-n^)£ 2 ^ 2 ((p)d(p = / {-h^^^Ị^)*'Ộ 2 {íp)d(p 
0 0 ^ 

Sử dụng tích phân từng phần 2 lần để tính vế trước, ta sẽ thấy nó sẽ bằng 
vế sau. Như vậy toán tử Lị là Hermitic 

9. Dùng các biểu thức của toán tử hình chiếu Lx, Ly trong toạ độ Descartes, 
rồi dùng các tính chất của giao hoán tử. Trong quá trình tính toán có thể 
dùng công thức [Pj,Xfc] = —ihỗjk ■ 
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Các tiên đề trong cơ học lượng tử 

§ MỤC TIÊU CỦA CHƯƠNG 

• Mục tiêu của chương này là trình bày các tiên đề của cơ học lượng tử. Đó 
là sự đặt tương ứng các khái niệm toán học đã trình bày ở Chương 2 với các 
khái niệm và tính chất vật lý của hạt vi mô ở Chương 1. 

• Sau khi học xong chương này, sinh viên sẽ nắm được các biểu diễn toán 
học của các khái niệm cơ bản trong cơ học lượng tử như: trạng thái, phép đo 
trong cơ lượng tử và xác suất để đo các đại lượng động lực, trị trung bình và 
độ bất định trong phép đo các đại lượng động lực. Sinh viên cũng sẽ giải được 
các bài toán liên quan đến việc tính xác suất và trị trung bình của các đại lượng 
động lực ở một trạng thái đã cho. 

§ 1 MỞ ĐẦU 

Hệ hình thức của cơ lượng tử dựa trên một số các tiên đề. Trong các giáo 
trình cơ học lượng tử trong và ngoài nước hiện nay có hai cách trình bày cơ 
học lượng tử, đó là đưa ra các tiên đề hoặc không đưa ra các tiên đề. Đến nay, 
có thể nói rằng chưa có một sự thống nhất về cách trình bày thứ tự các tiên đề 
và nội dung các tiên đề của cơ học lượng tử. Sự khác biệt này hoàn toàn tùy 
thuộc vào chủ quan của các tác giả. Điều đáng để ý là số lượng và số thứ tự 
các tiên đề không giống nhau, thậm chí còn khác nhau xa. Trong tài liệu này, 
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chúng tôi đưa ra 4 tiên đề với tiêu đề như sau: 

(1) . Tiên đề I: Trạng thái và thông tin 

(2) . Tiên đề II: Các đại lượng động lực 

(3) . Tiên đề III: Tính chất thống kê trong cơ lượng tử 

(4) . Tiên đề IV: Sự thay đổi trạng thái theo thời gian. 

Các tiên đề này sẽ trả lời được 3 vấn đề cơ bản sau: 

(1) . Trạng thái lượng tử của một hạt vi mô được mô tả bằng toán học như 
thế nào tại thời điểm t? 

(2) . Làm thế nào để tính các đại lượng vật lý khác từ trạng thái này? 

(3) . Khi biết trạng thái tại thời điểm t, làm thế nào để tìm trạng thái của 
hạt tại thời điểm t' sau đó? 

§ 2 TIÊN ĐỀ I: TRẠNG THÁI VÀ THÔNG TIN 

Trong cơ học cổ điển, trạng thái của một hạt tại một thời điểm t bất kỳ 
được xác định bởi hai đại lượng động lực cơ bản là tọa độ q và xung lượng p. 
Khi biết q vằ p thì có thể biết được các thông tin về hạt, chẳng hạn như quỹ 
đạo, năng lượng... 

Trong cơ học lượng tử, tọa độ và xung lượng không bao giờ được xác định 
đồng thời chính xác (nguyên lý bất định Heisenberg), vì vậy không thể dùng 
cặp đại lượng động lực này để diễn tả trạng thái của hệ. Tiên đề I đề cập đến 
trạng thái của một hạt hoặc hệ hạt trong cơ học lượng tử và được phát biểu 
như sau: 

Trạng thái của một hạt (hoặc một hệ hạt) lượng tử được xác định bởi một hàm 
chuẩn hoá của tọa độ không gian và thời gian. Hàm này chứa toàn bộ thông tin 
về hạt. 

Từ Tiên đề I ta chú ý các điểm sau: 

(1) Hàm sóng 4/(g, t) tương ứng với trạng thái của hạt (hệ hạt) vi mô được 
gọi là hàm trạng thái, hay đôi khi gọi là vectơ trạng thái hoặc đơn giản là trạng 
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thái. Hàm trạng thái là một phần tử của không gian Hilbert và đôi khi được 
ký hiệu là ket |tí'(g,í)). Các thành phần của biến không gian q phụ thuộc vào 
hệ tọa độ khảo sát. Nếu hạt chuyển động theo một chiều (ví dụ theo trục x) thì 
hàm trạng thái là t). Nếu chuyển động của hạt được khảo sát trong hệ tọa 
độ Descartes 3 chiều thì hàm trạng thái là í)- Nếu khảo sát trong hệ tọa 
độ cầu thì hàm trạng thái là ^{r, 9, ậ] t) 

(2) Hàm trạng thái thỏa mãn câc tính chất cơ bản của hàm sóng, đó là đơn 
trị, liên tục, giới nội và bình phương khả tích. Sự tương ứng giữa trạng thái và 
hàm sóng là tương ứng 1 — 1, ngoại trừ trường hỢp hai hàm sóng khác nhau 
bởi một thừa số vô hướng có bình phương mô-đun bằng đơn vị thì tương ứng 
với cùng một trạng thái. Điều ày có nghĩa là nếu tki và ^^2 cùng tương ứng với 
một trạng thái thì ta có tki — 2 với |cp = 1. 

§ 3 TIÊN ĐỀ II: CÁC ĐẠI LƯỢNG ĐỘNG Lực 

Trong cơ cổ điển một đại lượng động lực A chỉ đơn giản là một biến số động 
lực có thể đo được (observable). Phép đo một đại lượng động lực A được hiểu 
là một tác động vật lý đặt lên hệ để thu được một số thực được gọi là “giá trị 
của A”. Để đơn giản ta sẽ xét phép đo không có sai số Ta đã biết, trong cơ 
học cổ điển không có sự phân biệt giữa biểu diễn toán học của đại lượng và 
giá trị đo được của đại lượng động lực. Trong lúc đó trong cơ học lượng tử sự 
phân biệt này là cơ bản. Tiên đề H sẽ đề cập đến biểu diễn toán học của một 
đại lượng động lực A và các giá trị khả dĩ của nó và được phát biểu như sau: 

Tương ứng với mỗi đại lượng động lực A là một toán tử tuyến tính và Hermite 
A tác dụng trong khồng gian Hilbert các hàm trạng thái. Các kết quả đo được về 
đại lượng A chỉ có thể là các trị riêng của toán tử A. 

Từ Tiên đề H ta chú ý các điểm sau: 

(1). Phép đo một đại lượng động lực A có thể được biểu diễn bằng cách tác 

^Sai số ở được hiểu theo nghĩa là sai số của phép đo do dụng cụ đo và chủ quan người đo. 
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dụng toán tử A lên trạng thái Kết quả thu đnợc của một phép đo chính là 
một trong các trị riêng (phổ trị riêng) của toán tử A. Phổ trị riêng này có thể 
gián đoạn hoặc liên tục. Điều này sẽ tnơng ứng với hai phnơng trình trị riêng 
của toán tử A nhu sau: 

A\i) — aj|z), đối với tmờng hỢp phổ trị riêng gián đoạn 

A\a) — a|a), đối với tmờng hỢp phổ trị riêng liên tục 

trong đó \i) hoặc |a) là các hàm riêng trực chuẩn của toán 

tử Ầ. 

(2) . Nếu khi đo đại lượng động lực A ta được giá trị a thì ngay sau đó hạt 
(hệ) sẽ ở trạng thái được biễu diễn bằng hàm sóng Ịtk) = Ịtka) (phép đo làm 
nhiễu loạn trạng thái của hạt). 

(3) . Tính chất tuyến tính của toán tử A liên quan đến nguyên lý chồng chất 
các trạng thái, trong lúc đó tính chất Hermite của A liên quan đến “tính thực” 
của giá trị đo được của đại lượng động lực A. 

§ 4 TIÊN ĐỀ III: TÍNH CHAT THốNG KÊ TRONG LƯỢNG 
TỬ 

Trong Tiên đề I ta đã đặt tương ứng trạng thái vật lý với một vectơ trạng 
thái của không gian Hilbert, còn trong Tiên đề II ta đã đồng nhất một đại 
lượng động lực với một toán tử tuyến tính và Hermite tác dụng trong không 
gian Hilbert các hàm sóng. Bây giờ ta sẽ thiết lập mối quan hệ giữa hàm trạng 
thái và toán tử biểu diễn các đại lượng động lực của hệ. Mối quan hệ này được 
thực hiện nhờ phép đo. 

Lý thuyết lượng tử về phép đo đóng vai trò cơ bản trong cấu trúc lý thuyết 
của cơ học lượng tử. Chúng ta sẽ không đi sâu vào lý thuyết về phép đo mà 
chỉ đề cập đến đặc trưng cơ bản của phép đo trong cơ học lượng tử, đó là tính 
thống kê. Nội dung của Tiên đề III là đưa ra cách xác định xác suất trong phép 



76 


Chương 3. Các tiên đề trong cơ học lượng tử 


đo một đại lượng động lực. 

4.1 TRƯỜNG HỢP đại LƯỢNG động Lực có PHỎ TRỊ 
RIÊNG GIÁN ĐOẠN 


Trước hết, ta xét đại lượng động lực có giá trị gián đoạn. Nếu một toán tử 
A tương ứng với đại lượng động lực A có hệ hàm riêng {'ộk] và tập các trị riêng 
{afc}, với {k — 1, 2,3...) thì phép đo đại lượng A được thực hiện trên hệ ở một 
trạng thái |tl/) tại một thời điểm nhất định cho ta giá trị ttk nào đó với xác suất 
tương ứng Wk tuân theo tiên đề sau: 

Xác suất để trong phép đo đại lượng động lực A ở trạng thái |4') được giá trị 
aỵ là trong đó Ck là hệ số trong khai triển hàm sóng tĩ' theo hàm riêng 'ộk 
của toán tử Ả: 

1^) = (3.1) 

k 

hệ số Ck ở phương trình trên được tính như sau: 

Nhân vô hướng hai vế của phương trình (3.1) cho {'iỊ)j\ rồi dùng điều kiện trực 
chuẩn của hàm riêng của toán tử A, ta được: 


k k k 

Nếu sử dụng tích phân thì cách tính trên tương đương với việc nhân hai vế của 
phương trình (3.1) cho ĩp* rồi lấy tích phân theo toàn bộ miền biến thiên của 
biến số: 


í r,9dv= ỉ ìl)]Y^ctịtdV = Y,ct J ^itkdv = Y,cu6,t = 

^ ^ k k k 

Như vậy, xác suất Wk có thể viết lại như sau: 

Wk ^ \Ck\^ ^ 


(3.2) 


Nếu hàm sóng chưa chuẩn hóa thì hệ thức (3.2) trở thành 

ưu) ' 


= ktp 


(3.3) 
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Nếu trị riêng ttk suy biến bội m thì 

m 

= |cfcr = (3.4) 

J=1 


Từ Tiên đề III ta chú ý các điểm sau: 

(1) . Xác suất Wk có giá trị ở trong khoảng (0,1). Khi Wk — 1, ta, nói giá trị 
ttk hoàn toàn được xác định, nghĩa là đo được chính xác, trường hỢp này ta 
phải có điều kiện 4 / = ĩpk- Ngược lại, khi Wk — 0, ta nói ttk hoàn toàn không 
đo được. Trong trường hỢp tổng quát ta nói phép đo đại lượng động lực A để 
được giá trị ttk luôn luôn có một xác suất Wk thoả mãn điều kiện: 0 ^ Wk ^ 1- 

(2) . Trong phép đo đại lượng động lực A ta thu được một số giá trị tti, a 2 , tts-... 
với các xác suất tương ứng là wi,W 2 ,wị...., theo điều kiện chuẩn hoá xác suất 
thì tổng các xác suất này phải bằng đơn vị: 

( 3 - 5 ) 

k 

Để chứng minh hệ thức này, ta để ý rằng vế phải của (3.5) chính là tích vô 
hướng (4/|4/). Khai triển 4/ theo các hàm riêng của toán tử A, ta được: 

Ck'ộk\ 

k j k j 

C-k^-k E \ck\^ = E Wk. 

k j k k k 

(3). Nếu tiến hành hai phép đo riêng biệt nhưng giống nhau trên cùng một hệ 
mà trạng thái của hệ trước mỗi lần đo hoàn toàn giống nhau thì kết quả của hai 
lần đo này không nhất thiết phải trùng nhau. Từ đó ta buộc phải chấp nhận 
tính không tiên đoán được và tính không đồng nhất của quá trình đo như là một 
thuôc tính vốn có của hê vi mô. 
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4.2 TRƯỜNG HỢP đại LƯỢNG động Lực có PHÔ TRỊ 
RIÊNG LIÊN TỤC 

Trường hỢp toán tử A có phổ liên tục thì khai triển của một hàm sóng tl/ 
bất kỳ không có dạng (3.1) nữa mà sẽ có dạng: 

d' = / CaĩỊ^ada. (3.6) 

J a 

Khi đó, ta không thể nói đến xác suất Vũỵ để đo được một giá trị aỵ nhất định 
của đại lượng động lực A mà chỉ nói đến xác suất dw{a) để đại lượng A có giá 
trị ở trong khoảng từ a đến a + da. Xác suất này tuân theo hệ thức: 


dw{a) — p{a)da, (3-7) 

trong đó p{a) được gọi là mật độ xác suất. Như vậy, đối với trường hỢp các đại 
lượng động lực liên tục thì Tiên đề III được phát biểu như sau: 

Mật độ xác suất để trong phép đo đại lượng động lực A ở trạng thái Ỹ được 
giá trị a là |cap, trong đó Ca là hệ số trong khai triển hàm trạng thái tk theo hàm 
riêng của toán tử A: 

d' = / CaĩỊ^ada. (3.8) 

J a 

Tương tự như hệ số Cfc, hệ số Ca được tính theo công thức: Ca — (ĩpaị^)- Từ đó, 
mật độ xác suất p{a) có dạng: 

p{a)^\Ca\^^mn"- 
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4.3 TRỊ TRUNG BÌNH TRONG PHÉP ĐO MỘT ĐẠI LƯỢNG 
ĐỘNG Lực 


Ta xét một chuỗi phép đo đại lượng động lực A ở trạng thái |4'). Giả sử 
rằng trạng thái trước mỗi lần đo là như nhau. Ta ký hiệu (A) hoặc A là trung 
trình các giá trị thu được trong các lần đo này. Theo lý thuyết xác suất ta có: 


A — ữk^k đối với trường hỢp A có giá trị gián đoạn, (3.10) 

k 


A — ap{a)da đối với trường hỢp A có giá trị liên tục. (3.11) 

J a 

Theo thuật ngữ của cơ học lượng tử, trị trung bình A được gọi là vọng trị của 
A (expectation value). Ta thấy rằng theo (3.10) và (3.2) thì A được xác định 
duy nhất bởi vectơ trạng thái |tl/), trị riêng và hàm riêng của toán tử A. Điều 
đó có nghĩa là mặc dù ta không thể đo được chính xác các giá trị riêng lẻ của 
A nhưng ta có thể xác định trị trung bình của nó ở trạng thái |tl/). 

Theo cơ học lượng tử thì trị trung bình của một đại lượng động lực được 
biểu diễn dưới dạng: 

Ấ = (Ỹ|ÌỸ) hay Ã - / ^*Â^dV. (3.12) 

Jv 

Nếu trạng trạng thái Ịtk) chưa được chuẩn hóa thì (3.12) trở thành 


7 ưỡư 

ưiư 


hay A — 


fy ^*Â^dV 

fy^*^dV ■ 


(3.13) 


Các công thức này nghiệm đúng cho trường hỢp đại lượng động lực có giá trị 
gián đoạn lẫn liên tục. Ta có thể suy ra phương trình (3.12) từ các phương trình 
(3.10) và (3.11). Chẳng hạn, đối với trường hỢp toán tử A có phổ trị riêng gián 
đoạn: 

A ^ ^ Clk'Wk ^ ^ |cfc I ^ ^ (íkCj^Ck , 

k k k 
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thay cị — {'ộkị^)* — vào, ta được: 

Ả = = y^^Cki^ịakÌ^k) 

k k 

= j2ck{^\Mk) = {^\Ầj2ck^k) = (^|Ì^). 

k k 

Ví dụ 4.1: 

Một hệ có trạng thái được biểu diễn dưới dạng: 

w = Ỷ\ệi) + l\ệứ + ^\ệ,}, 

trong đó các \ậi) thỏa mãn điều kiện trực chuẩn. Tìm xác suất để hệ có thể ở 
các trạng thái 101,1^2) hoặc ậs ). 

Lời giải: 

+ Hàm Ị-ỉ/^) là hàm chuẩn hóa vì: 

+ g{H<p2) + ‘ịiộsịộs) ^3 + 9 + 9 ^^- 

+ Xác suất tìm hệ ở trạng thái|( 5 Í)i) là: 

2 

= ^{ộlịộl) + ị{ộl\Ộ2) + ^{ộl\Ộ3) 

+ Tương tự, ta tìm được: W 2 — ị-, W 3 — 

+ Có thể nghiệm lại rằng tổng các xác suất bằng 1: 

3 4 2 

Wi + W2 + Ws ^ - + - + - ^ 1. 

y y y 

Ví dụ 4.2: 

Trạng thái của một hệ được khai triển dưới dạng tổ hỢp các hàm trực chuẩn 
\ ận ) với n — 1, 2,3,4, 5 như sau: 


(3.14) 
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trong đó ận là hàm riêng của toán tử Hamilton của hệ thỏa mãn phương trình 
trị riêng: H\ận) — neoịộn), trong đổ n — 1,2,3,4, 5 và £o có thứ nguyên của 
năng lượng. 

a) Tìm xác suất để đo năng lượng của hệ 

b) Tìm trị trung bình trong phép đo năng lượng của hệ. 

Lời giải 

Trước hết ta nhận xét rằng trạng thái \'ộ) là không chuẩn hóa. Thật vậy: 


+ ^{ộsịộs) + ^{ộsịộs) +-^{Ộ5\Ộ5) 
1,4 2 3 5 _ 15 

Ĩ9 ^ Ĩ9 ^ Ĩ9 ^ Ĩ9 ^ Ĩ9 “ Ĩ9 ^ 


a) Gọi En là năng lượng của hệ ứng với hàm riêng ận Ihì la có En — nsQ. 
Như vậy, các giá trị khả dĩ của năng lượng của hệ là Eị — eo,E 2 — 2eo, E^ — 
3£o, Eạ^ — 4eo, Eị, — 5^0• Các xác suất tương ứng với giá trị năng lượng này là: 

|2 


wi{Ei) = 
W2{E2) = 
miEs) = 

Wị{E4) = 




{ĩỊj 

\i^) 

\{^2 


{ĩỊj 


CO 


{ĩỊj 


1(1^4 


{ĩỊj 




{ĩỊj 

ĨP) 


1 


VĨ9 

2 


v/Ĩ9 

v /2 


VĨ9 

v/3 


v/Ĩ9 

v/5 


v/Ĩ9 


{ộiịội) 


{ệ2\ậ2) 


{ộsịộs) 


{ỘấịậÀ) 




19 

Ĩ5 

19 

Ĩ5 

19 

Ĩ5 

19 

Ĩ5 

19 

Ĩ5 


1 

Ĩ5’ 

4 

Ĩ5’ 

2 

Ĩ5’ 

3 

Ĩ5’ 

5 

Ĩ5' 


b) Trị trung bình của năng lượng của hệ được tính theo hai cách: 

+ Cách 1: Dùng công thức tính trị trung bình theo lý thuyết xác suất : 

1 8 6 12 25 52 

E — / WịEị — ~z£o T T T ~7i^£o T — TrrSo- 
^ 15 15 15 15 15 15 

i=l 


(3.15) 
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+ Cách 2: Dùng công thức tính trị trung bình theo cơ lượng tử : 


E = 


15 1 ^ 


(^l| + + -^(</'31 


V3 


V5 


ựĨ9 


ỰĨ9 




H 


\^ l ) + ~ 7 Ẹ 7 ĩ \^‘ 2 ) + “^1^3) + -^\ 4 > 4 ) 


\/Ĩ9 


^/Ĩ9' 


^/Ĩ9' 


^/19' 


ựĨ9 

VI 

VĨ9 


VĨ9 


\4>5) 


19 / 1 4 ^ , 2 ^ , 3 _ 5 \ 52 

Ĩ5 ( Ĩ9 + 19^ + Ĩ9^ + ĩg'* + 19®) ■ Ĩ5''"' 


5 Sự ĐO ĐỒNG THỜI CÁC ĐẠI LƯỢNG ĐỘNG Lực 


5.1 KHÁI NIỆM HÀM RIÊNG CHUNG 


Theo Tiên đề III, nếu đo đại lượng động lực A ở trạng thái ĩỊj — ĩỊja thì ta 
được giá trị a với p{a) = 1, lúc đó ta nói đại lượng động lực A đo được hoàn 
toàn chính xác hay hoàn toàn được xác định. Tương tự, nếu ta đo đại lượng 
động lực B ở trạng thái 'ộ — ĩpb thì đại lượng động lực B đo được hoàn toàn 
chính xác {p{b) = 1). Như vậy, nếu khi ĩị) — Ipa — 'ộb: nghĩa là khi hai toán tử 
A Yầ B có hàm riêng trùng nhau, ta nói chúng có hàm riêng chung (common 
eigeníunction) thì các đại lượng động lực A và B có giá trị đồng thời được xác 
định. 


5.2 ĐIÊU KIỆN ĐÊ HAI ĐẠI LƯỢNG ĐỘNG Lực ĐÔNG 
THỜI ĐƯỢC XÁC ĐỊNH 

Ta có định lý sau: Điều kiện ắt có và đủ để hai đại lượng động lực đồng thời 
được xác định là các toán tử tương ứng với chúng giao hoán với nhau 
Chứng minh: 

(1) Điều kiện ắt có: Ta sẽ chứng minh rằng nếu 'ệa — 'ộb thì [A, B\ — 0. 

Đặt 'ộa — 'ộb — 'ộc phương trình trị riêng của hai toán tử A và R là: 


Aĩị)a = a'ộa, 


( 3 . 16 ) 
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Bĩpt = bĩpt- 

(3,17) 

Ta tác dụng toán tử B lên 2 vế của (3.16) và toán tử A lên 2 vế 
thay ĩỊja và 'ộb bằng 'ộc, ta được: 

của (3.17) rồi 

BAĩỊjc — aB'ệc — ab'ệc, 

(3.18) 

AB'iỊjc — bÁ'iỊ)(. — baiị^c- 

(3.19) 

Trừ hai phương trình trên theo từng vế, ta được: 


{ẦỒ — BẦ)'ộc — {ba — ab)'ộc- 


Hay: 

{ẦỐ - Ổi) - 0 ^ [i, B\ = 0. 


(2) Điều kiện đủ: Ta chứng minh rằng nếu [A, B] — 0 thì 'Ipa — 'ộh 
Đặt Ipa — phương trình trị riêng của A là: 


Aip — a(p. 

(3.20) 

Tác dụng toán tử Ê lên 2 vế của (3.20): 


BÀ(p — aBip. 


Thay ÊẦ — Ầè vào, ta được: 


ÁBip — aôip. 

(3.21) 


Đặt B(p — phương trình (3.21) trở thành: 


= a$. 


So sánh 2 phương trình (3.20) và (3.22), ta được: (p = ^, hay $ = C(p. 
Nếu chọn c — b thì: $ = B(p — b(p ^ BĩỊjb — bĩỊ^h- Vậy: (p — ĩỊja — 'ộb- 


(3.22) 
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§ 6 HỆ THỨC BẤT ĐỊNH HEISENBERG 

Hệ thức bất định được Heisenberg thành lập năm 1927. Hệ thức này chỉ ra 
rằng ta không thể xác định đồng thời chính xác tọa độ và xung lượng của hạt 
vi mô. Nói cách khác, nếu tọa độ đo được càng chính xác thì xung lượng (vận 
tốc) của hạt càng không đo được chính xác. Hệ quả trực tiếp của vấn đề này 
là hạt vi mô không có quỹ đạo xác định. Đây là ý nghĩa vật lý cực kỳ quan 
trọng của hệ thức bất định Heisenberg trong cơ học lượng tử. Hệ thức bất định 
Heisenberg là một nguyên lý quan trọng của cơ học lượng tử và được trình bày 
trong các sách về vật lý lượng tử và cơ học lượng tử. Tuy nhiên, phụ thuộc vào 
ý đồ của từng tác giả và mức độ chuyên sâu của vấn đề mà hệ thức này được 
thành lập theo nhiều cách khác nhau. Dưới đây sẽ trình bày cách xây dựng có 
tính chất tổng quát nhất về hệ thức bất định Heisenberg. 

6.1 ĐỘ BẤT ĐỊNH TRONG PHÉP ĐO MỘT ĐẠI LƯỢNG 
ĐỌNG Lực 

Trong cơ học lượng tử, nói chung khi đo một đại lượng động lực ở trạng 
thái 'ộ ^ 'ộa thì giá trị thu được của A có tính xác suất, ta nói ta gặp phải một 
độ không chính xác hay độ bất định trong phép đo A. Độ bất định này chính là 
căn bậc hai của phương sai DA 

{AA) - y/DÃ = \J{AAY. (3.23) 

AA được gọi là độ bất định trong phép đo đại lượng động lực A. Đại lượng 
này trong cơ học lượng tử mô tả độ không chính xác của phép đo hay là độ bất 
định của phép đo 


^Một số tài liệu dùng các ký hiệu khác để chỉ độ bất định, chẳng hạn: ơ{A),ỎA. 
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6.2 HỆ THỨC BẤT ĐỊNH TRONG PHÉP ĐO HAI ĐẠI LƯỢNG 
ĐỌNG Lực 

Trong trường hỢp tổng quát nếu hai toán tử A Yầ B tương ứng với hai đại 
lượng động lực A và B không giao hoán thì phép đo A và B không cho giá trị 
hoàn toàn xác định mà có các độ bất định (uncertainty) (AA) và (AR). Các độ 
bất định này không phải bất kỳ mà có sự liên hệ với nhau. Ta sẽ thiết lập hệ 
thức liên hệ giữa hai độ bất định này. Giả sử [A, B] — iC, trong đó c là toán 
tử Hermite khác không. 

Ta đưa ra hai toán tử độ lệch: 

AÌ = i - Ã; AÊ^Ê-Ẽ. 

Dễ dàng chứng minh được rằng: 

[AÌ, AÊ] = [i, Ê] = lô. 

Để thành lập hệ thức liên hệ giữa (AA) và (AB), ta xét tích phân: 

I{a)= [ {aAẦ-iAB)'ộ‘^dV, (3.24) 

Jv 

trong đó a là một hằng số thực. Ta viết lại (3.24) dưới dạng tích vô hướng như 
sau: 

I{a) — {{aAÂ — iAB)ĩlj\{aAẦ — iAB)'ộ). (3.25) 

Theo tính chất của tích vô hướng trong không gian Hilbert thì ta phải có 
I{a) > 0. Sử dụng tính chất Hermite của toán tử AA và AB ta được: 

I{a) — {ĩl^\{aAÂ + iAB){aAÂ — iAB)'ộ). (3.26) 

Qua một số phép biến đổi ta được 


I{a) = {'iP\{a^{AẦf + {AỀỸ - ia[AẦ, AB])ệ). 
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Từ [Â, Ê] — iC ta suy ra: 

I{a) = (V^|(a2(AÌ)2 + {Aốf + aC)'ệ). 

Theo định nghĩa của trị trung bình thì: 

I{a) = a^iAÀy + aC + ỊÃễỹ. 

Điều kiện I{a) > 0 cho ta bất đẳng thức: 

(cf - 4(Ayl)2(AB)2 < 0. 

Hay: 

(AH)2(AH)2 > (Ỡ)V4. (3.27) 

Lấy căn bậc hai 2 vế của phương trình trên ta được: 

> iỡ, (3.28) 

Theo ký hiệu ở (3.23) thì: 

{AA){AB) > ịc. (3.29) 

Đây chính là hệ thức bất định cho 2 đại lượng động lực có toán tử tương ứng 
không giao hoán. Như vậy, trong phép đo hai đại lượng động lực có toán tử 
tương ứng không giao hoán thì độ bất định trong phép đo của chúng liên hệ với 
nhau theo hệ thức (3.29). 

6.3 HỆ THỨC BẤT ĐỊNH GIỮA TOẠ ĐỘ VÀ XUNG LƯỢNG 


Ta xét trường hỢp phép đo đồng thời toạ độ và xung lượng. Vì hai toán tử 
tương ứng với toạ độ và xung lượng là không giao hoán [x,Px] — ih nên toạ 
độ và xung lượng không đồng thời được xác định. Phép đo hai đại lượng này 
gặp phải các độ bất định liên hệ nhau theo hệ thức (3.29) trong đó ta thay 
A — x; B — ệx] c — h 

(Ax)(Apa;) > ] ai . 


( 3 . 30 ) 



6. Hệ thức bất định Heisenberg 


87 


Hệ thức này do Heisenberg tìm được bằng thực nghiệm năm vào 1927 ^ và 
được gọi là hệ thức bất định Heisenberg. Hệ thức này có một ý nghĩa vật lý cực 
kỳ quan trọng, đó là: hạt vi mô không có quỹ đạo xác định. Thật vậy, vì tọa độ 
và xung lượng của hạt vi mô không đồng thời đo được chính xác nên nếu giả 
sử tọa độ được xác định một cách chính xác: (Ax) = 0, thì xung lượng sẽ hoàn 
toàn bất định:(Apa;) = oo. Điều đó có nghĩa là tọa độ và xung lượng (vận tốc) 
của hạt vi mô không được xác định đồng thời chính xác, vì vậy không thể xác 
định được quỹ đạo của nó. 

Như vậy có thể coi hệ thức bất định là biểu thức toán học nói lên sự tồn 
tại của lưỡng tính sóng hạt của các đối tượng vi mô. Đó là một quy luật khách 
quan, phản ánh tính chất khách quan của hạt vi mô mà không liên quan gì đến 
những hạn chế của phép đo. Quan điểm này đã đánh tan những quan điểm duy 
tâm, siêu hình cho rằng nhận thức của con người là có hạn, con người không 
thể tạo ra những dụng cụ đủ chính xác để tìm hiểu các tính chất của các đối 
tượng vi mô (thuyết bất khả tri). 

Ta có thể lấy chuyển động của electron trong nguyên tử Hydro làm ví dụ. 
Theo lý thuyết Bohr, electron được coi như là một hạt chuyển động xung quanh 
hạt nhân theo những quỹ đạo dừng (quỹ đạo đã được lượng tử hóa). Trong 
phạm vi cơ học lượng tử, do sự quy định của hệ thức bất định Heisenberg, ta 
không thể nói về chuyển động của electron theo quỹ đạo nữa. Ta chỉ có thể nói 
về xác suất tìm thấy electron tại một miền không gian nào đó quanh hạt nhân. 
Điều này không làm hạn chế nhận thức của ta về electron. 

Sự phân bố xác suất các tọa độ của electron trong nguyên tử Hydro sẽ được 
nghiên cứu ở Chương VI, ở đây ta chỉ chú ý rằng có một xác suất xác định để 
electron nằm khá xa và khá gần hạt nhân. Khoảng cách đến quỹ đạo Bohr thứ 
nhất là khoảng cách có xác suất cực đại ở trạng thái cơ bản. Kết luận này đã 
được xác nhận bằng thực nghiệm. Nhiều phép đo đã được tiến hành để tìm sự 

^Thật ra, Heisenberg đã dựa vào thí nghiệm nhiễu xạ của electron đế xác định độ không chính xác 
(sai số) trong phép đo toạ độ và xung lượng của electron và đưa ra hệ thức: AxApx > ^ 
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phân bố mật độ của đám mây electron trong nguyên tử và kết quả tìm thấy rất 
phù hỢp với những tiên đoán của cơ học lượng tử. Ngoài hệ thức bất định giữa 



Hình 3.1: Đám mây điện tử của electron trong a) nguyên tử Hydro, b) nguyên tử Carbon. 


toạ độ và xung lượng, ta còn có hệ thức bất định giưa các cặp đại lượng khác 
có toán tử tương ứng không giao hoán. 

Ví dụ: 

(ỉ) Hệ thức giữa góc Lp và hĩnh chiếu của mômen xung lượng lên trục z: 

Do hệ thức [lọ, Lz\ — ih hệ thức bất định giữa góc (p của các hạt và hình 
chiếu của mômen xung lượng lên phương vuông góc với mặt phẳng của góc íp: 

{Alp){AL^) > ịh. (3.31) 

Hệ thức này có ý nghĩa là nếu cho trước góc ự) thì hình chiếu của mômen xung 
lượng lên trục z sẽ hoàn toàn không xác định. Ngược lại, nếu ta đặc trưng 
chuyển động của hạt bằng hình chiếu của mômen xung lượng lên trục z thì 
không thể nói gì về vị trí góc xác định của hạt. 

(ii) Hệ thức bất định giữa năng lượng và thời gian: 

{AE){At) > ịh. (3.32) 

Người ta thường biểu diễn hệ thức (3.32) dưới dạng 

AEAt > ịh. (3.33) 

Hệ thức này có ý nghĩa như sau: 

- Nếu trạng thái của hạt có năng lượng càng xác định [AE càng nhỏ) thì thời 
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gian sống của nó càng lâu (Aí lớn), Ngược lại, nếu trạng thái của hạt có năng 
lượng càng bất định {AE càng lớn) thì thời gian sống của nó càng ngắn (Aí 
bé). Nói riêng, trạng thái có năng lượng xác định (trạng thái dừng) là trạng 
thái có thời gian sống vô hạn (Aí = (X)). 

- Nếu hạt ở trạng thái kích thích trong khoảng thời gian Aí thì độ bất định về 
năng lượng là AE. 

- Khi đo năng lượng trong khoảng thời gian At thì gặp phải một sai số là AE. 

Cuối cùng, ta cần lưu ý rằng biểu thức (3.27) hoặc (3.29) trong vật lý thường 
được gọi là hệ thức bất định Heisenberg, mặc dầu về mặt lịch sử hệ thức bất 
định Heisenberg chỉ liên quan đến toạ độ và xung lượng. 

§ 7 TÓM TẮT CHƯƠNG 3 

• Các tiên đề cơ bản trong cơ lượng tử đặt tương ứng các công cụ toán học 
và các khái niệm vật lý trong quá trình xây dựng cơ lượng tử. 

• Tiên đề 1 đặt tương ứng một phần tử của không gian Hilbert với trạng 
thái của hệ vi mô. Mọi thông tin về hệ đều chứa trong hàm trạng thái này. 
Vì vậy, việc tìm dạng của hàm này là một trong các nhiệm vụ cơ bản của 
cơ lượng tử. 

• Tiên đề 2 đặt tương ứng một đại lượng động lực với một toán tử tuyến 
tính và Hermite tác dụng trong không gian Hilbert của các hàm trạng thái. 
Phương trình trị riêng của toán tử diễn tả một phép đo trong cơ lượng 
tử. Trị riêng của toán tử ứng với giá trị đo được, hàm riêng của toán tử 
ứng với trạng thái sau khi đo. 

• Tiên đề 3 nói lên tính chất thống kê trong cơ học lượng tử. Đó chính là 
cách tìm xác suất để đo một đại lượng động lực trong cơ lượng tử. Xác 
suất để khi đo đại lượng động lực A ở trạng thái ìỊ) được giá trị ttk được 
tính theo công thức w{ak) — {'ộk\'ộ), trong đó 'ộk thỏa mãn phương trình 
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trị riêng: AĩỊjịị — aỵĩỊ^k- Nếu đại lượng động lực có giá trị liên tục thì khái 
niệm xác suất được thay bằng mật độ xác suất. 

• Trị trung bình trong phép đo một đại lượng động lực ở trạng thái T chính 
là hệ quả trực tiếp của tiên đề 3: A — (T|v4tl/). Điều cần lưu ý là công thức 
tính trị trung bình không phụ thuộc vào đại lượng động lực gián đoạn hay 
liên tục và chứa hàm trạng thái. 

• Hệ thức giao hoán của toán tử có ý nghĩa vật lý cực kỳ quan trọng vì nó 
liên quan đến tính chất bất định trong phép đo một đại lượng động lực. 
Nếu hai toán tử giao hoán thì hai đại lượng động lực tương ứng được xác 
định đồng thời chính xác và giá trị của phép đo không phụ thuộc vào thứ 
tự của phép đo. Ngược lại nếu hai toán tử không giao hoán (còn gọi là 
không tương thích) thì hai đại lượng động lực tương ứng không đo được 
đồng thời chính xác, nghĩa là phép đo chúng gặp phải các độ bất định 
(độ không chính xác) nào đó, xác định bởi hệ thức bất định Heisenberg: 
(AA)(AB) > ^C. Ý nghĩa vật lý trực tiếp của hệ thức này là hạt vi mô 
không có quỹ đạo xác định. 

§ 8 BÀI TẬP CHƯƠNG 3 

1. Hạt ở trạng thái được mô tả bởi hàm sóng 'tp(x) — Ax(L — x), trong đó: 
0 < X < L. Hãy tìm động năng trung bình của hạt. 

2. Hạt ở trạng thái được mô tả bởi hàm sóng: 

ĩp(x) — Aexp(ikx — a^x^), trong đó: — oo < X < oo, a và k là các hằng số 

Hãy tìm các giá trị trung bình: (Ax)2; {ApxY và nghiệm lại hệ thức 

bất định. 

3. Tình trị trung bình của góc ip và Lz đối với hệ ở trạng thái: 'ộ{p) — A sin í^. 
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4. Tìm các trị riêng khả dĩ của toán tử Lz và xác suất đo các trị riêng ấy đối 
với hạt ở trạng thái 'ộ{^) — v4sin^ ip. Từ đó hãy tính trị trung bình Lz và 

5. Chứng minh trị trung bình của bình phương 1 đại lượng vật lý là dương. 

6 . Cho hạt ở trạng thái ĩỊj{x) — ^{x) e'XỊ){ỉpQX/h). Chứng minh rằng — Po 
nếu (p(x) là hàm thực. 

7. Chứng tỏ rằng ở trạng thái 'ệ — 'ộrn với 'ệra là hàm riêng của toán tử Lỵ 
thì trị trung bình của Lx và Ly bằng không. 

8 . Chứng tỏ rằng trị trung bình của X ở trạng thái 'iỊ){x) bằng giá trị của a 
để cho biểu thức V (a) =< 'ộ{x + a)\x‘^ĩp{x + a) > là cực tiểu và có giá trị 
cực tiểu là Vmin — x'^ — (x)^. 

9. Một hệ ở trạng thái + -^/ 7 ^ 2 ) + ^/ị4>3) + trong đó 

\(Ị)ri) là hàm riêng của toán tử Hamilton ứng với trị riêng n^£ị). 

a) Tìm các xác suất đo các giá trị năng lượng khả dĩ của hệ. 

b) Xét toán tử A tác dụng lên hàm ận được mô tả bởi phương trình 
A\ộn) — {n + l)ao\ận)- Tìm các giá trị khả dĩ trong phép đo đại lượng 
động lực A và các xác suất tương ứng. 

c) Giả sử rằng phép đo năng lượng cho giá trị ịsQ. Nếu ta đo đại lượng 
động lực A liền sau đó thì ta nhận được giá trị nào? 

HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 

1. a) Dùng điều kiện chuẩn hoá để tìm hệ số A: 

\A\‘^ í x‘^{L — xYdx — 1 , 

Jo 
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tính ra ta được A — 



b) Động năng trung bình: 


T — {ipỵTĩp) — \AỸ‘ í {Lx — x^)T{Lx — x‘^)dx, 

Jo 


trong ăổ T — pị/2m. 

Thay toán tử pị — — và tính tích phân ta được: 

T = bh^/mữ. 


2. a) Từ điều kiện chuẩn hoá, ta tính được A^ — Oi\J “ị- 

b) + Từ công thức tính trị trung bình thay X = X, ta được: 



ĩỊj* {x)xĩỊj{x)dx — 



xĩp*{x)'ộ{x)dx, 


sử dụng tích phân Poisson ta tính được: X = 0 

+ Dùng công thức tính trị trung bình: é*{x)x‘^'iỊj{x)dx, thay x^ = x^, 

rồi áp dụng tích phân Poisson ta tính được x^ = -—- 
b) Tương tự, tính trị trung bình của Px và pị, ta được: 


Px — hk và pị — 


c) (Ax)2 = x2 - (x)2 = {/ApxY ^pị- {Pxf = 

Từ đó (Ax)2 {/S.pxY — kĩ —7- nghiệm đúng hệ thức bất định. 

3. a) Chuẩn hoá để tìm A: 


ị-2'k 

do 


sin^ pdp — 1, tính ra ta được: A — 


7T 


b) Dùng công thức tính trị trung bình: 


-.27r 


-.27r 




sin í,ỡí,ỡ sin í,ỡ(ií,ỡ = / í,ỡ sin í,ỡ(ií,ỡ. 
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Sử dụng công thức hạ bậc lũy thừa sin^ X — - - - và tính ra ta được 

ỉp — 7T. 

b) Dùng công thức tính trị trung bình: 

ị*27V ị*27ĩ ^ 

Lz — Ị sìii ip Lz QÌĩi ^dip — {—ỉh) / sin sin 

Jữ Jo d(p 

tính ra ta được Lz — 0. 

4. a) Dùng điều kiện chuẩn hoá để tìm hệ số A: 


/>271 

|A|2 / {sìn^ipỹdip 

Jo 


2 1 — cos 2x 


Sử dụng công thức hạ bậc lũy thừa sin X — -— và tính ra ta được: 

A = t- 

b) Dùng công thức tính xác suất đo L^: Wm — |cmp, trong đó: Cm — {'ộm\'ộ)- 
ĩỊ)m. — là hàm riêng của toán tử Lg. 

A r2'ir 


Tính hệ số Cm — 




pZ7T 

/ sin^ (pd(p. Sử dụng khai triển: 

Jo 


sin íũ — -—- 

^ 2i 

và điều kiện trực chuẩn của hàm riêng toán tử Lz'. 


tính ra ta được: 


27r Jữ 

^ f f Ọpi{0-m)<p _ i{2-m)<p _ i{-2-m)(p'\\i 

/ 27 rJo v" 



từ đó: 
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Các giá trị khả dĩ của m là: 

I m — 0, ứng với giá trị của Lz — Oh, 

m — 2, ứng với giá trị của Lz — 2h, 

m — —2, ứng với giá trị của Lz — —2h. 

Xác suất tương ứng với các giá trị Lz — mh là 

I Lz = Oh xác suất tương ứng ỉầwo — |cop = 2/3, 

Lz — 2h xác suất tương ứng làn ;2 = |c 2 p = 1/6, 

Lỵ — —2h xác suất tương ứng ỉầW -2 — |c_ 2 p = 1/6. 

c) Trị trung trung bình của Lz có thể tính theo công thức: 

Lz — = 0.(2/3) + 2^(l/6) — 2^(l/6) = 0. 

m—0,2,—2 

d) Tương tự trị trung trung bình của là: 

_ _ 

Ll^ ^2 imhfwm^0 + {2hf{l/6) + {-2hf{l/6)^^. 

m = 0 , 2,—2 

5. Dùng biểu thức định nghĩa trị trung bình: — {'ộịA^ĩp), ta được: 

^2 _ — ('ìị;\ÂÂ^l;) vì Â là Hermitiỹ = {Âĩl^ịÂĩl^) 

Tích vô hướng {AĩpịAĩp) luôn luôn dương, vì vậy > 0. 

6. Dùng công thức tính trị trung bình: 

oo ^ ^ 

— {—ỉh) / -2-(p{x)e^^°^dx. 

J —oo 

Tính đạo hàm: -^Lp(x)e^^°^ — ịf^ỉĩỉlẠpox ip(x)l:Poe^^°^, 
dx dx n 

thay vào biểu thức trên, ta được: 

——ih [ ip{x)e~^'^°^ + (p{x)^Poe^^°^^dx 




8. Bài tập Chương 3 


95 


Thực hiện phép tính trên và sử dụng điều kiện chuẩn hóa: 

/ / /í-\\ * / /Ị-\ í*^ 

= l ^ / {ip{x)fdx^l, 

-oo ^ ^ J —oo 

ta chứng minh được: — Po- 

7. a) Dùng công thức tính trị trung bình: Lx — {'ộ\Lx'ộ) 

Sử dụng công thức: Lx — ^[Ly, Lz] và = ĩỊjm ta được: 

_ ^ 1 1.-- -- 

L/x — {'ộ\^x'ộ} — ~^{^m\ịL/yĩ L/z\'ộrn') 'T^(^{'ộm\L/yLz'ộrn) {'ộm\LzLy'ộm) • 

Sử dựng tính chất Hermite của toán tử Ly và Lỵ và phương trình trị riêng 
của tóan tử Lp. Lz'ộm — ĩnĩvộrn, ta chứng minh được Lx — 0. 
b) Tương tự như phần a), dùng công thức tính trị trung bình: Ly — 
{ĩỊj\LyìỊj). Sử dụng công thức: Ly — ^[Lz, Lx\ Yằ ĩp — ĩprn và tiến hành tính 
toán như phần a) ta chứng minh được Ly — 0. 

8. Thay X — X — a vào biểu thức V{a) — {ĩỊj{x + a)\x‘^ĩỊj{x + a)) rồi tính toán 
ta được: 

V (a) — x^ — 2ax + a^. 

Điều kiện để V(a) cực tiểu là dV{a)/da — 0 cho ta a = X, vì vậy giá trị 
cực tiểu của V{a) là: 

Vmin = D(x) = x2 - (x)^ = {Axf. 


9. a) Các giá trị khả dĩ của năng lượng là: 


Ei — £o, E 2 — 4eo, Eị, — 9eo, Eị — 16eo- 
Hàm ìỊj chính là khai triển của các hàm riêng ận'- = ỵ2*^n\ận), trong 


đó Cr, — 


chính là khai triền của các hàm riêng ậri' \v) = ^Cnịận), trong 

n 

Vì vậy xác suất đo các giá trị tương ứng của 


năng lượng là: 


Wr. 
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Chương 3. Các tiên đề trong cơ học lượng tử 


Vì {'ộ\'ộ) = (2 + 3 + 1 + l)/7 = 1 nên: 



b) Các trị khả dĩ của toán tử A là: 


ữị — 2ữ0; 0-2 — 3q.O; — 4o, ữị — 5ữo- 


Tính như trường hỢp phần a) ta được các xác suất để đo các giá trị 
ữi, ữ 2 , ữ 3 , ữị lân lượt là: 



c) Phép đo năng lượng được giá trị 4eo nghĩa là hệ đang ở trạng thái ệ 2 - 
Vì vậy khi thực hiện phép đo đại lượng động lực A liền sau đó thì ta được 
trị riêng ứng với trạng thái Ộ 2 là SttQ. 



Chương 4 

Phương trình Schrodinder 

§ MỤC TIÊU CỦA CHƯƠNG 

• Mục tiêu của chương này là khảo sát sự thay đổi của trạng thái của một 
hạt vi mô theo thời gian thông qua phương trình Schrodinger phụ thuộc thời 
gian. Tuy nhiên, phần lớn nội dung của chương dành cho việc giải phương trình 
Schrodinger không phụ thuộc thời gian hay còn gọi là phương trình Schrodinger 
cho trạng thái dừng. Đây chính là phương trình trị riêng toán tử năng lượng. 
Chuyển động của hạt trong các trường thế khác nhau sẽ được khảo sát chi tiết 
và đưa ra các kết quả quan trọng về năng lượng và hàm sóng. 

• Sau khi học xong chương này, sinh viên sẽ nắm được cách giải phương 
trình Schrodinger dừng cho các bài toán kinh điển khác nhau. Sinh viên cũng 
sẽ hiểu được nguồn gốc của sự liên tục hoặc gián đoạn của phổ năng lượng của 
hạt. Sinh viên cũng sẽ giải được các bài toán liên quan đến việc tìm năng lượng 
và hàm sóng và tính xác suất và trị trung bình của các đại lượng động lực tương 
ứng với hạt vi mô ở một trạng thái đã cho. 

§ 1 MỞ ĐẦU 

Hàm sóng biểu diễn trạng thái của hạt vi mô là một hàm của tọa độ và thời 
gian, T(g,í). vấn đề đặt ra là ta cần có một phương trình để xác định trạng 
thái của hạt. Phương trình này phải là phương trình có chứa biến số tọa độ 


97 



98 


Chương 4. Phương trình Schrodinder 


và thời gian và được gọi là phương trình Schrodinger. Cách tốt nhất để đưa 
ra phương trình này là chấp nhận nó như một tiên đề, được gọi là tiên đề IV. 
Trong chương này ta sẽ lần lượt khảo sát phương trình Schrodinger phụ thuộc 
thời gian, phương trình Schrodinger không phụ thuộc thời gian, sau đó áp dụng 
chúng để giải các bài toán cơ bản có tính cách kinh điển trong cơ lượng tử. 

§2 PHƯƠNG TRÌNH SCHRODINGER PHỤ THUỘC THỜI 
GIAN 


Trong cơ học Newton, trạng thái của một hạt được đặc trưng bởi toạ độ và 
xung lượng. Việc tìm toạ độ và xung lượng tại một thời điểm bất kỳ khi biết 
giá trị của chúng tại thời điểm ban đầu được cho bởi phương trình chuyển động 
cổ điển (phương trình của định luật II Newton): 


dt 


(4.1) 


Đối với cơ học lượng tử, do lưỡng tính sóng hạt của các đối tượng vi mô nên 
trạng thái của hạt được đặc trưng bởi hàm sóng hay hàm trạng thái (Tiên đề 
I). Vì vậy, cần có một phương trình diễn tả diễn biến của hàm trạng thái theo 
thời gian. Phương trình này được Schrodinger đưa ra năm 1926 và được gọi là 
phương trình Schrodinger phụ thuộc thời gian (phương trình Schrodinger tổng 
quát): 

+ U(f, t)) m t). (4.2) 

Trong phương trình này ta sử dụng biến không gian là r thay cho tọa độ tổng 
quát g. Phương trình này không chứng minh và được chấp nhận như một trong 
các tiên đề của cơ học lượng tử và được gọi là Tiên đề IV. Nội dung của tiên 
đề này như sau: 

Sự thay đổi theo thời gian của hàm trạng thái của một hạt (hệ hạt) lượng tử 
được cho bởi phương trĩnh Schrodinger phụ thuộc thời gian, có dạng: 

ih^^{r,t) = H^{r,t), 

LLL 


(4.3) 



3. Mật độ dòng xác suất-Sự bảo toàn số hạt 
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trong ăỏ\ Ế — T + ủ — —+ U{r, t) là Hamiltonian của hệ. 

Phương trình (4.3) là một phương trình vi phân hạng nhất theo thời gian và 
hạng hai theo không gian, về nguyên tắc, để tìm nghiệm của phương trình ta 
phải biết được hàm sóng tại thời điểm ban đầu to (điều kiện đầu) và biết được 
hàm sóng tại hai vị trí của tọa độ (điều kiện biên). Ta lần lượt xét hai điều kiện 
này: 

(i) Điều kiện đầu: Trong cơ học cổ điển khi giải phương trình chuyển động 
theo định luật II Newton thì điều kiện đầu là tọa độ và xung lượng tại thời điểm 
đầu {x{to),p{to) tại t — to). Trong cơ học lượng tử, điều kiện đầu cho phương 
trình Schrodinger phụ thuộc thời gian là hàm trạng thái 4/(r, ío) lụi t — to- 

(ii) Điều kiện biên chính là điều kiện liên tục của hàm sóng và đạo hàm (theo 
toạ độ không gian của nó tại các điểm biên - điểm có thế năng gián đoạn). Nói 
chung, điều kiện biên phụ thuộc vào từng bài toán cụ thể và sẽ được khảo sát 
chi tiết sau. 

§ 3 MẬT ĐỘ DÒNG XÁC SUẤT-SỰ bảo TOÀN số HẠT 

Chúng ta sẽ chứng minh rằng từ phương trình (4.3) ta rút ra định luật bảo 
toàn số hạt biểu thị bằng phương trình liên tục dạng: 

+ divj(r, t) = 0, (4.4) 

trong đó p{r,t) là mật độ xác suất tìm hạt tại điểm r, thời điểm í; j{r,t) là 
mật độ dòng xác suất. Để chứng minh hệ thức (4.4) ta dùng (4.3) cùng phương 
trình liên hiệp phức với nó: 

t) = iĩ*T*(r, t). (4.5) 

LLL 

Nhân (4.3) cho 4/*(r, t) và (4.5) cho 4/(r, t) về bên trái rồi trừ phương trình thứ 
nhất cho phương trình thứ hai và luu ý đến tính chất Hermite của toán tử H 
ta thu được: 

z^{T*(r ,~ 4/*(r,í)iP4/(r, t) — 4/(r,í)iP4/*(r,í), 
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hay 

3 ^ 3 oiT.t\ 

= ih ’ = Ỹ*(r,í)OT(r,í) - Ỹ(r,í)OT*(r,í). 

Thay dạng của Hamiltonian H vào ta được 

= ^div(T*(r,í)VT(r, t) - T(r,í)VT*(r,í)). (4.6) 

Nếu ký hiệu 

J(f, t) = ^(Ỹ(r, í)VT*(r, t) - T*VT(r, í)) (4.7) 

2777 - 

thì (4.6) có thể viết lại như sau: 

+ divj(r, t) = 0. (4.8) 

j{r,t) được gọi là vectơ mật độ dòng xác suất, độ lớn của J có ý nghĩa như 
là dòng hạt trung bình đi qua một đơn vị diện tích đặt vuông góc với phương 
chuyển động trong một đơn vị thời gian. Từ phương trình (4.8) ta có thể suy 
ra định luật bảo toàn số hạt, biểu thị bằng hệ thức: 



= 0 . 


(4.9) 


Thật vậy, lấy tích phân (4.8) theo thể tích hủu hạn V rồi áp dụng định lý Gauss, 
ta được 

4 í pdV ^ - í dÌYjdV ^ - ỉ jndS. (4.10) 

J V «7 V s 

Nếu lấy tích phân trong toàn bộ không gian {V —)■ oo) và chú ý rằng hàm sóng 
4/ —)■ 0 ở xa vô cùng, nghĩa là |J| —)■ 0, ta nhận được phương trình (4.9). Phương 
trình này có ý nghĩa là xác suất tìm hạt trong toàn bộ không gian không phụ 
thuộc thời gian, điều đó có nghĩa là số hạt được bảo toàn (hạt không tự sinh 
ra cũng không tự biến mất). 



4. Phương trình Schrodinger không phụ thuộc thời gian 
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4 PHƯƠNG TRÌNH SCHRODINGER KHÔNG PHỤ THUỘC 
THỜI GIAN 


Ta khảo sát trường hỢp khi không có trường ngoài biến thiên thì toán tử 
Hamilton không phụ thuộc tường minh vào thời gian và trùng với toán tử 
năng lượng. Khi đó phương trình (4.3) có nghiệm quan trọng, nhận được bằng 
phương pháp phân ly biến số: 




(4.11) 


Thay (4.11) vào (4.3) ta được: 


m ■ i’(rl 


(4.12) 


Từ (4.12) ta được hai phương trình 


= ư(t). 


(4.13) 

(4.14) 


dt 

Phương trình (4.14) chính là phương trình cho hàm riêng và trị riêng của toán 
tử năng lượng. Vì vậy \ — E, với E là trị riêng của toán tử năng lượng E[. 
Phương trình (4.13) cho nghiệm 

f{t) = 

Giả sử năng lượng của hệ có giá trị gián đoạn, lúc đó ta viết lại (4.14) như sau: 


HĩỊ^nir) = Enĩl^ir). 

Như vậy, nghiệm của phương trình (4.11) được viết dưới dạng: 


(4.15) 


(4.16) 


Hàm sóng (4.16) tương ứng với một trạng thái có giá trị năng lượng xác định 
được gọi là trạng thái dừng. Phương trình (4.15) được gọi là phương trình 
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Schrodinger cho trạng thái dừng (Phương trình Schrodinger không phụ thuộc 
thời gian). Do tính chất tuyến tính của phương trình (4.3) nên nghiệm tổng 
quát của nó có dạng khác nhau tùy theo phổ trị riêng gián đoạn hay liên tục. 
Khi H có phổ trị riêng gián đoạn thì: 

4'(f,í) = = '^Cn{t)ĩị)n{r). (4.17) 

n n 

Khi H có phổ trị riêng liên tục: 

4'(r,í)= [ CE'ệE{r^e~^^^^^ ^ [ CE{t)'iỊjE{f^dE. (4.18) 

Je Je 

Các hệ số Cn ce trong (4.17) và (4.18) được xác định từ điều kiện ban đầu. 
Chẳng hạn từ (4.17), ta thấy khi t = 0 thì: 

Ý(r,í) = 4'(r,0) = ^Cn'0n(r), 

n 

từ đó ta tính được: 

Cn =< V^n(^|4'(r,0) > . (4.19) 

Tương tự, hệ số ce có thể tính theo công thức 

cs=<V^s(r)|T(r,0)>. (4.20) 

Ta có thể chứng minh các tính chất sau của một hệ lượng tử ở trạng thái dừng: 

(1) . Sự phụ thuộc của các hàm sóng của các trạng thái dừng của hệ vào thời 
gian được xác định đơn trị bởi giá trị năng lượng ở trạng thái đó. 

(2) . ở trạng thái dừng mật độ xác suất và mật độ dòng xác suất không phụ 
thuộc vào thời gian. 

(3) . ở trạng thái dừng, trị trung bình của một đại lượng động lực có toán 
tử tương ứng không phụ thuộc tường minh vào thời gian thì không đổi. 

(4) . Xác suất đo giá trị của một đại lượng động lực ở trạng thái dừng không 
phụ thuộc thời gian. 



5. Các tính chất cơ bản của nghiệm phương trình Schrodinger dừng 
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§ 5 CÁC TÍNH CHẤT cơ BẢN CỦA NGHIỆM PHƯƠNG TRÌNH 
SCHRODINGER DỪNG 

Phương trình HĩỊj — Eĩị) cho nghiệm với mọi E, nhưng không phải giá trị 
nào của E cũng ứng với một trạng thái vật lý, mà chỉ có những trạng thái thỏa 
mãn các điều kiện tiêu chuẩn của hàm sóng mới ứng với một trạng thái vật lý. 
Các điều kiện đó là: 

(1) Hàm ìỊj phải đơn trị. 

(2) Hàm Ip phải liên tục. Trong trường hỢp thế năng gián đoạn thì Ip và đạo 
hàm theo tọa độ 'ệ ' cũng liên tục tại những điểm gián đoạn đó. Tuy nhiên ở 
những miền mà thế năng t/ —)■ oo thì ĩị) — {) ĩị)' gián đoạn. 

(3) Nếu thế năng không tiến đến oo thì hàm sóng phải hữu hạn trong toàn bộ 
không gian. Điều kiện này cũng thỏa mãn trong trường hỢp thế năng t/ —)■ (X) 
tại một điểm nào đó nhưng không quá nhanh (thường thì u có dạng u Rí 1/r® 
với s < 2). 

(4) Khi thế năng là hàm chẵn của toạ độ thì toán tử Hamilton cũng là hàm 
chẵn, lúc đó ta sẽ có hai trường hỢp: 

(a) . Nếu phổ năng lượng là không suy biến thì trạng thái của hạt là liên kết và 
có thể chẵn hoặc lẽ. 

(b) . Nếu phổ năng lượng là suy biến thì trạng thái của hạt được biểu diễn dưới 
dạng các trạng thái chẵn và lẽ, nghĩa là chúng không có tính chẵn lẽ xác định. 

§ 6 PHƯƠNG TRÌNH SCHRODINGER CHO HẠT CHUYÊN 
ĐỘNG MỘT CHIỀU 

6.1 CÁC TÍNH CHẤT CỦA CHUYÊN ĐỘNG MỘT CHlỀU 

Phương trình Schrodinger trong trường hỢp chuyển động một chiều theo 
trục X có dạng 

d^ĩbix) 2mE,^ / N 

- U(x)Wx) = 0, 


(4.21) 
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trong đó u{x) là thế năng không phụ thuộc thời gian. Trạng thái và năng lượng 
của hạt tìm được bằng cách giải phương trình (4.21) có dạng phụ thuộc vào 
dạng của thế năng U{x). Ta khảo sát trường hỢp khi thế năng có dạng tổng 
quát như ở hình 4.1. 


U(x) 



Hình 4.1: Dạng của thế năng u(x) trong trường hợp tổng quát. 

1. Trạng thái liên kết: Khi hạt bị giam giữ trong một miền nào đó thì chuyển 
động của hạt giới hạn về cả hai phía, ví dụ trên hình 4.1 chuyển động của hạt 
có năng lượng K < Ỉ7i bị giới hạn trong miền Xị < X < X2- Sử dụng điều kiện 
liên tục của hàm sóng (và đạo hàm theo tọa độ của nó) tại các điểm biên trong 
lúc giải phương trình Schrodinger, ta nhận được phổ trị riêng của năng lượng 
là gián đoạn. 

2. Trạng thái không liên kết: Khi chuyển động của hạt không bị giới hạn, ta 
nói trạng thái của hạt không liên kết (chuyển động tự do). Trên sơ đồ thế năng 
ở hình 4.1 có 2 miền ứng với chuyển động tự do của hạt. 

a) Trường hỢp hạt có năng lượng ở trong khoảng Uị < E < U 2 : Chuyển 
động của hạt là vô hạn về phía X — —00. Điều đó có nghĩa là hạt có thể chuyển 
động giữa X = X3 và X — 7- —(X). Phổ năng lượng trong chuyển động này là liên 
tục và không suy biến ứng với hàm sóng mô tả chuyển động tự do theo chiều 
âm của trục X. 
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b) Trường hỢp E > U 2 ' Hạt chuyển động ra xa vô hạn về cả hai phía 
(x -> ± 00 ). Phổ năng lượng của hạt là liên tục và suy biến bậc 2. Điều này ứng 
với nghiệm của phương trình (4.21) có hai nghiệm, một ứng với chuyển động 
tự do của hạt theo chiều dương, một theo chiều âm. 

3. Trường hỢp thế năng đối xứng: Trong trường hỢp thế năng là một hàm 
chẵn đối với tọa độ thì Hamiltonian cũng là hàm chẵn, lúc đó hạt ở trạng thái 
liên kết và nghiệm của phương trình Schrodinger (4.21) được phân thành hai 
lớp: lớp nghiệm chẵn {'ộ{x) — và lớp nghiệm lẻ {'ộ{x) — —'iỊ){—x)). 

6.2 CHUYỂN ĐỘNG CỦA HẠT Tự DO 

Ta xét một hạt chuyển động tự do một chiều theo trục X. Vì thế năng 
u{x) — 0 nên phương trình Schrodinger cho trạng thái dừng của hạt có dạng: 

^ - 0 . (4.22) 

Nếu đặt — 2mE/lỶ thì nghiệm của phương trình (4.22) có dạng: 

ĩỊjk{x) = (4.23) 

Số hạng thứ nhất trong (4.23) mô tả chuyển động theo chiều dương của trục X 
(sóng tới), số hạng thứ hai mô tả chuyển động theo chiều âm (sóng phản xạ). 
Biểu thức (4.23) có thể viết gọn lại như sau: 

'ộkix) = (4.24) 

trong đó A; > 0 ứng với chuyển động theo chiều dương, A; < 0 ứng với chuyển 
động theo chiều âm. 

Do hạt chuyển động tự do nên nghiệm (4.24) thỏa mãn các điều kiện liên tục 
và hữu hạn trong toàn bộ không gian với năng lượng E có giá trị bất kỳ. Biểu 
thức của năng lượng là 

E. = ( 4 , 25 ) 
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Nếu để ý rằng p — hk thì biểu thức của năng lượng có thể viết dưới dạng: 

= Ể- (4-26) 

Phổ trị riêng năng lượng là liên tục, có giá trị nhất định trong khoảng từ 0 đến 
oo, trong đổ p — Px — hk là xung lượng của hạt tự do, k — kx lằ thành phần 
vectơ sóng trên trục X. 

Hàm sóng phụ thuộc thời gian ứng với hạt tự do ở trạng thái dừng có dạng: 

= (4.27) 


trong đó, ta đã thay giá trị của E theo (4.25). 

Hàm sóng ứng với hạt tự do là nghiệm của phương trình Schrodinger tổng 
quát và có dạng: 

/ +00 r+oo 

Ck'ệk{x,t)dk — A / (4.28) 

-CX) J —oo 

với A — \Ị\f^ do điều kiện trực chuẩn của hàm riêng thuộc phổ liên tục dạng 
(4.24) và cư = 1^. Hàm sóng dạng (4.28) diễn tả dạng của bó sóng, đó là tổ 
hỢp tuyến tính của sóng phẳng dạng (4.27) với các giá trị k khác nhau. Hệ số 
Ck chính là biên độ của bó sóng và được xác định từ điều kiện ban đầu: 


từ đó: 


^{x,0)^aÍ c{k)é^^dk, 

J —oo 

cik) — / 4/(x, 


(4.29) 


(4.30) 


Ví dụ 6.2.1: 

Một hạt tự do ban đầu định xứ trong miền —a < X < a, được cho chuyển 
động từ thời điểm t — 0: 


Ỹ(x,0) = 


A, khi — a < X < a, 
0, khi X < —a, X > a 


(4.31) 
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trong đó A và a là các hằng số thực dương. Tìm hàm sóng tại thời điểm t. 

Lời giải: 

+ Chuẩn hóa hàm 0) ta được: 


/ oo pa 

|tl/(x,0)p(ix = |Ap / dx — 2a|Ap 
-oo J —a 






(4.32) 


Sử dụng công thức (4.30), với cận tích phân là (-a, +a), ta được: 


c{k) = 


1 1 
a/Ỗtt \/2ã J- 


“ .. 1 

^—ikx ' 


^—ikx 


'^dx — 


Tra {—ỉk) 


1 sin ka 
Tra k 


(4.33) 


Như vậy, hàm sóng của hạt ở thời điểm t có dạng: 

T(x,í) = r (4.34) 

Tiự^J-oo k 

Tích phân trong (4.34) không thể biểu diễn qua hàm sơ cấp mà chỉ có thể tính 
được bằng phương pháp số. Ta phân biệt hai trường hỢp sau: + Khi a rất bé 


1 

H-Cx, 0) 



C(k) 


VSã 


■ 












vSTtT 


-a 

a 

X 



ĩr 

(a) 


(b) 



Hình 4.2; Đồ thị của hàm Tlx, 0) theo X và hàm c{k) theo k. 


thì sin(A;a) ~ ka, nên Cỵ Hình 4.2 mô tả đồ thị của hàm 4/(x, 0) theo X 

và hàm c{k) theo k trong trường hỢp a bé. 

+ Khi a rất lớn thì c{k) có thể viết lại như sau: 


ik) 


1 sin ka 


O^sin ka 


ưã k 


TT ka 


(4.35) 
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Hình 4.3: Đồ thị của hàm 0) theo X và hàm c{k) theo k. 


Như vậy, sin ka/ka cực đại tại ka — 0 hay Ẫ; = 0 và giảm về 0 tại ka — ±7r, hay 
k — ±7r/a. Hình 4.3 mô tả đồ thị của hàm 4/(x, 0) theo X và hàm c{k) theo k 
trong trường hỢp a lớn. 

Từ đồ thị ở hai hình vẽ trên ta có thể kiểm tra một cách hình ảnh sự đúng 
đắn của hệ thức bất định Heisenberg giữa tọa độ X và xung lượng k. 

6.3 GIẾNG THẾ VUÔNG GÓC SÂU vô HẠN 


Xét trường hỢp một hạt chuyển động 
tự do trong trong giếng thế một chiều có 
bề rộng L. Lúc đó hạt hoàn toàn bị nhốt 
trong giếng, về mặt hình thức hạt có thể 
coi tương đương với một viên bi trượt 
không ma sát dọc theo một sợi dây được 
căng giữa hai bức tường rắn sao cho va 
chạm của viên bi với chúng là tuyệt đối 
đàn hồi. Thế năng đang xét có dạng như 
ở Hình 4.4. 


ư = oo u = OC' 

+ ị 


Ị 

~t 




L 


! 


Hình 4.4: Sơ đồ thế năng của giếng thế 
một chiều vuông góc sâu vô hạn. 
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Dạng giải tích của thế năng là: 


U{x) = 


0 , 

(X), 


khi 0 < X < L, 
khi X < 0 và X > L. 


(4.36) 


Ta thấy rằng ngoài giếng thế u (x) = oo hàm sóng '?/^(x) = 0, hạt không tồn tại 
ở ngoài giếng thế. Như vậy ta chỉ xét hạt trong giếng thế (0 < X < L). 

Phương trình Schrodinger cho trạng thái dừng có dạng: 


d^ĩpix) 2mE , , , 

J = 0. 

(4.37) 

Đặt k"^ — 2mE/h^, phương trình (4.37) trở thành 


d^ĩbix) , 9 , . X 

+ e'ộ{x) = 0. 

dx^ 

(4.38) 


Giả sử ta chọn nghiệm của phương trình dưới dạng: 


ĩp{x) — A sin kx + B cos kx. 


(4.39) 


Do điều kiện liên tục của hàm sóng tại các điểm biên (điểm có thế năng gián 
đoạn) nên ta có: 'iỊj{x) = 0 và 'Ộ{L) — 0. Ta suy la,: B = 0 và sinA;L = 0. Vì vậy: 
kL — UTT. Vì k"^ — 2mE/h^ nên ta có biểu thức năng lượng của hạt trong hố 

(« 0 ) 

trong đó: Eq — 7r^^^/2mL^ là năng lượng của hạt ứng với n = 1 và được gọi là 
năng lượng của hạt ở trạng thái cơ bản. 

Như vậy, hạt ở trong giếng có thể được tìm thấy với một trong các giá trị 
năng lượng Eq, 4£'o, , Siĩo, IGEq,.... Vì năng lượng của hạt chỉ là động năng nên 
vận tốc của hạt chỉ có những giá trị nhất định. Đây là điều khác hẳn với trường 
hỢp cổ điển: khi viên bi trượt không ma sát trên thanh với một vận tốc đầu nào 
đó thì vận tốc của nó luôn luôn không đổi và bằng chính vận tốc ban đầu. 

Hàm riêng (4.39) bây giờ có thể viết lại như sau: 

I r \ A ■ 1 ^ 

'ện[x) — A sin kx — A sin —X. 


(4.41) 
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Hệ số A được xác định từ điều kiện chuẩn hóa {ĩỊjn{x)\ĩỊjn{x)) — 1, hay 

,0 / , ^mr , 

A / sin -^xdx — 1, 

Jữ ^ 

tính tích phân này, ta được A — 

Vậy hàm sóng ở trạng thái dừng ứng với hạt có năng lượng En là 

/ 2 Tlll 

Asin^x, n = l,2,3... (4.42) 

Ta có thể đưa ra một số kết luận về bài toán giếng thế một chiều vuông góc 
sâu vô hạn như sau: 

(a) Năng lượng En của hạt trong giếng bị lượng tử hóa. Điều này xảy ra là 
do chuyển động của hạt mặc dầu tự do nhưng bị giới hạn. 

(b) Hàm sóng ĩỊjn là hàm chẵn (khi n lẽ) và hàm lẽ (khi n chẵn) đối với tâm 
của giếng. 

(c) Hàm sóng ĩpn có n — 1 nút (node). 


ỉỊ/.ị 



AAA 


b. Ỷ 








25 /ì 



kil" 




16 lỉ 

9 /ĩ, 






4 e\ 


o 1,0 I, 


Hình 4.5: Đồ thị hàm sóng Tpn{x), mật độ xác suấtNn(a:)P và năng lượng En trong giếng thế 
vuông 1 chiều sâu vô hạn 


Hình 4.5 chỉ đồ thị các hàm sóng ĩp, mật độ xác suất tìm hạt và các mức 
năng lượng tương ứng với các trạng thái khác nhau. 
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6.4 GHI CHÚ VỀ TRƯỜNG HỢP GIẾNG THẾ ĐỐI xứng 


í “ 

khi —L 

oo 

khi |x| 


(4.43) 


OC' 


U(x) 


C)C' 


Trong trường hỢp này, thế năng có dạng: 

U{x) = 

Sơ đồ thế năng có dạng như hình 4.6. 

Vì thế năng là hàm chẵn của tọa độ nên 
nghiệm của phương trình (4.38) được phân 
thành hai lớp nghiệm lẻ và nghiệm chẵn: 

+ Đối với lớp nghiệm chẵn: 
ĩỊj{x) — ĩp{—x), thay vào hàm sóng (4.39), ta 
được: 

'ộn{x) — Bcoskx. (4.44) 

Áp dụng điều kiện biên 'ộ{L/2) — 0, ta được 

coskL/2 — 0, suy ra A; = rni/L trong đó n = Hình 4.6: Sơ đồ thế năng của giếng 

đối xứng 1 chiều. 

1,3,5... 

+ Tương tự, đối với lớp nghiệm lẻ: 

'ộix) — —'ộ{—x), thay vào hàm sóng (4.39), ta được: 

'ộn{x) — Asìĩìkx, vốìk — ĩiTĩ/L n = 2,4,6... (4.45) 

Dùng điều kiện chuẩn hoá ta tính được các hệ số v4 và R có giá trị là y^2/L. 
Như vậy, trong cả hai lớp nghiệm ta đều có: k — riTĩIL và do đó năng lượng của 
hạt được tính theo hệ thức: 


■L/2 0 


L/2 


E = 


7T^h^ 

2mL‘^ 


n 


(4.46) 


Ví dụ 6.3.1: 

Một hạt khối lượng m bị nhốt trong 1 giếng thế vuông một chiều sâu vô hạn 
bề rộng a. Tại t — 0 hàm sóng chuẩn hóa của hạt là: 




4 , /7rx\ 

l+“na)j 


. TTX 

sin —. 
a 


(4.47) 
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a) Tìm hàm sóng tại thời điểm t — ỈQ. 

b) Tìm năng lượng trung bình tại í = 0 và í = ío- 

c) Tìm xác suất tìm hạt ở phần bên trái của giếng (nghĩa là ở trong miền 

0 < X < a/2 tại í = Íq- 

Lời giải: 

a) Hàm sóng tại thời điểm t được khai triển theo hàm của trạng thái dừng: 

T(x,í) = y^^Cn'ện{x,t) 

n n 

trong đó 'ộn{x) = sin ^x. 

Từ đó, hàm sóng tại thời điểm í = 0 có dạng: 


T(x,0) = '^Cn'ộn{x). 


Mặt khác, hàm ll/(x,0) ở (4.47) có thể viết lại như sau: 

/8 ĩ. . /TTXM . TTX 
T(x,0) = W-- 1 + cos — ) sin — 

V 5a L V a /J a 

8 . 7ĨX / 2 . 27rx 

= \ —SÌĨI -Hy— sin- 

V 5a a V 5a a 

[ĩ ưx [ĩ [ỉ 2 ttx 

^ \ kA/ 7 TT + A/ kA/ 7 ^ Ciĩpi{x) + C 2 ĩp 2 {x). 

VoVữ a VoVa a 
Như vậy, hàm sóng tại thời điểm t — to là: 


-r / . \ X-^ , / \ —LỈP. + ^ , / \ i 7 T h 71 

T(x,ío) = ^ Cn'ộn{x)e ^ ^ Cn'ộn{x)e 2ma2 

n=1^2 n=l,2 

ÌTĩ‘^htQ tTT^/ĩtQ 

= Cl'lị)l{x)e~ ‘ 2 rna'^ + C2'Ộ2{x)e 2ma2 


I 8 . 7TX / 2 . 2ưx _i27r2^ 

— sin—e 2ma2 / sin - -e ma2 

5a a V 5a a 


/ 8 iTT^htọ Í27r^fi.t0 TĨX . TĨX 

— \ — e ' 2 rnà^ +e ma 2 cos — sin—. 
V 5a a a 


b) Năng lượng trung bình của hạt không phụ thuộc thời gian và có dạng: 
Ẽ = ỵ^wA = J 2 ^ |c„(0)pí;„ = T, + ịs, = 

n n n 
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c) Xác suất tìm hạt trong miền 0 < X < a/2 tại t — ÌQ ìầ: 




f I.T,/ ^ M2_7 , [Ĩ 

/ \'^(x,to)\ dx — \ -^sin—e 2ma2 +w^ 

Jq V 5a a V 5a 


271X ^27T^hto 


sm 


- g ma^ 


a 



a 


TTX 


sm 


a 


7TX „ 7TX 


1 + cos — + 2 cos — cos . 

a a \ 2ma^ 


0 


0 


1 , 16 


Stt^^ío 

2ma‘^ 


dx 


Ví dụ 6.3.2: 

Một electron chuyển động tự do trong một giếng thế một chiều sâu vô hạn 
có thành ở tại x=0 và x=a. Electron ban đầu ở trạng thái cơ bản, nếu ta đột 
ngột tăng bề rộng của giếng lên 4 lần, hãy tính xác suất tìm electron ở trạng 
thái cơ bản trong giếng mới. 


Lời giải: 

Năng lượng và hàm sóng ở trạng thái cơ bản (n=l) của electron ở giếng có 
bề rộng a là: 




2ma? 


, =/1 sin (^)) 

J_ 


Khi bề rộng của giếng lên 4 lần thì X biến thiên trong khoảng X = 0 đến X — Aa. 
Năng lượng và hàm sóng ở trạng thái cơ bản (n=l) của electron ở giếng có bề 
rộng 4a là: 


77“^ hĩ 71“^ I 1 Í7TX-. 

^! = ãSF = 3W’ = 

Xác suất tìm electron ở trạng thái cơ bản ội của giếng mới chính là xác suấtđể 
electron có năng lượng E[ với trạng thái ban đầu là ĩpi. Theo công thức tính 
xác suất, ta có: 



w^{E ^ ^ 
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Sử dụng biến đổi lượng giác sin a sin h — \ cos(a — ò) — I cos(a + h) ta tính được: 


i) = 4 








\ 4a 


Tính ra, ta được: n;i(£'i) = 128/15^7r^ = 0.058 = 5, 8%. 

6.5 GIẾNG THẾ HÌNH CHỮ NHẠT có CHlỀU SÂU HỮU 
HAN 


Bây giờ ta xét trường hỢp giếng thế hình chữ 
nhật có chiều cao hữu hạn với thế năng có dạng 
sau: 


U{x) 


í 

khi — 

1 

khi |x| 


(4.48) 


U(x) 

t 


ưo 


-L/2 


L/2 


Sơ đồ thế năng được cho ở hình 4.7. Có thể thấy ~ 
rằng khi năng lượng E > Uq thì hạt tự do không 

bị liên kết, năng lượng E là liên tục. Ngược lại, Hình 4.7: Sơ đồ thế năng của 

. ^ giếng thế một chiều vuông góc 

khi E < Uq hạt bị nhốt trong giêng, năng lượng 

của hạt bị lượng tử hóa ứng với các trạng thái liên kết. Ta sẽ giải phương trình 
Schrodinger cho từng miền thế năng để tìm năng lượng và hàm sóng ứng với 
các trạng thái khác nhau của hạt. Đặt 


, y/2mE 

k - — 

^ ựL{E - Co) ^ y_-2m(C/„ -E)^ 
h h 

trong đó K = V^^iUo-E) ^ ^ 

Sử dụng ký hiệu — 'ộ” ta được phương trình Schrodinger và nghiệm 
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tương ứng cho từng miền như sau: 

Miền I {U{x) — Uq) : 'ộ\{x) — K^'ội{x) = 0 —)■ 'ội{x) — 

Miền II {U (x) = 0) : v^ 2 (^) ~ k‘^'Ộ 2 {x) = 0 —> 'Ộ 2 {x) — B cos kx + c sin kx, 
Miền III {U{x) — Uq) : 'ộ\{x) — K^'ộ^{x) = 0—7' 'Ộ 2 ,{x) — De~^^. 


Vì giếng thế là đối xứng nên nghiệm ở miền II thuộc về hai lớp nghiệm chẵn 
— 'ộc — B cos kx) hoặc nghiệm lẻ {'Ộ 2 — 'ội — c cos kx). Sử dụng điều kiện 
liên tục của hàm sóng và đạo hàm của nó tại các điểm biên (x = ±L/2), ta 
được: 


tan 

cot 



h\j 

— y đối với lớp nghiệm chẵn, 
k 

= —y đối với lớp nghiệm lẻ. 
k 


Thay k Yầ K vào hai phương trình trên và đặt = 
<^Q = iĩiữUq/{ 2k?), ta được: 


(4.50) 

(4.51) 
mỮEn/{2h^), 


^tan^ = 
--Ccot-C = 



— đối với lớp nghiệm chẵn, 


— đối với lớp nghiệm lẻ. 


(4.52) 

(4.53) 


Hai phương trình siêu việt trên đây xác định các giá trị năng lượng cho 
phép của hạt trong giếng thế hữu hạn. Giá trị năng lượng chứa trong số hạng 
= ka/2 — y^mE/2h?L. Các phương trình này không thể giải bằng phương 
pháp giải tích mà chỉ có giải bằng phương pháp tính số hoặc đồ thị. ở đây ta 
sẽ giải bằng phương pháp đồ thị. 

Hình 4.8 a. biểu diễn đồ thị của tan<^ và theo <^. Hình 4.8 b. biểu 

diễn đồ thị của — cot<^ và a/^Ồ ^ ^ siá trị <^0 khác nhau, nghĩa 

là Uq và L khác nhau. Giao điểm của các đường cong này xác định các giá trị 
cho phép ứng với các giá trị nhất định của <^ 0 - Đối với trường hỢp trạng thái 
chẵn, khi (^0 bé chỉ có giao điểm, nghĩa là một giá trị năng lượng cho phép. Khi 
<^0 tăng số giá trị năng lượng cho phép tăng lên. Trong trường hỢp trạng thái 



116 


Chương 4. Phương trình Schrodinder 


lẽ VÌ — cot<^ < 0 nên khi <^0 < "^/2 sẽ không có giao điểm nào xuất hiện, nghĩa 
là không có giá trị năng lượng cho phép. 



0 7r/2 77 377/2 277 577/2 377 777/2 í 0 77/2 77 377/2 277 577/2 377 777/2 í 

(a) (b) 


Hình 4.8: Nghiệm đồ thị cho giếng thế sâu hữu hạn. Các giá trị năng lượng được cho bởi giao 
điểm của \/^Q — với tan.^ và — cotệ, trong đó = mL‘^E/{2tí^) và = mữVo/{2h‘^). 


Một cách tổng quát giá trị của bề rộng giếng mà tại đó có n trạng thái liên 
kết, nghĩa là có n giá trị năng lượng được cho bởi: 

= T = ( 2 ) 

Như vậy, phổ năng lượng bao gồm các trạng thái chẵn và lẻ xen kẻ nhau, trong 
đó trạng thái cơ bản là trạng thái chẵn. 

Trường hỢp giới hạn khi Uo 00 thì <^0 CXD thì hàm a/<CỒ ~ sẽ cắt 
tan<^ và — cot ^ tại các điểm tiệm cận ^ — 77 . 77 / 2 , vì khi t/o —)■ CXD cả tan<^ và cot ^ 
tiến tới vô cùng: 

2?7- “1“ 1 

tan^ —7> (X) —^ — 77 n=0,l,2,3,..., 

cot ^ > (X) — ^ = 7777 n=l,2,3,.... 

Kết hỢp cả hai điều kiện này ta được 




7777 

T 


n=l,2,3,.... 


(4.55) 
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Vì = mỮEn/{2h^) nên ta nhận được biểu thức của năng lượng cho trường 

hỢp thế vô hạn 




riTT 

T 


En — 


2 

~ n 

2mL2 


(4.56) 


Hình 4.9 biểu diễn 3 mức năng lượng đầu tiên và các hàm sóng tương ứng. 



Hình 4.9: Sơ đồ 3 mức năng lượng và hàm sóng trong giếng thế một chiều. Đường liền nét 
ứng với thế hữu hạn, đường đứt nét ứng với thế vô hạn. 


Trạng thái cơ bản (n=l) và trạng thái kích thích thứ hai (n=:3) là trạng thái 
chẵn, trạng thái kích thích thứ nhất (n=2) là trạng thái lẻ. Đồ thị cho thấy rằng, 
các hàm sóng ‘Tan tỏa” qua miền E < ƯQ. Điều này có nghĩa là xác suất tìm 
hạt (|'?/^(x)p ở miền I và miền II khác không, nghĩa là hạt có thể có mặt ở bên 
ngoài giếng. Mức độ “thấm qua” của hạt phụ thuộc vào độ lớn của K, nghĩa là 
của độ sâu Uq của giếng, hạt thấm qua được một đoạn 1/k — h/^y2m{Uo — E) 
kể từ biên của giếng. Chú ý rằng khi Co — ^ CXD thì 1//Í —7> 0, nghĩa là hạt không 
thể ra khỏi giếng. Đây là trường hỢp giếng thế vô hạn như đã khảo sát ở trên. 


Ví dụ 6.5.1: 
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Hạt chuyển động trong trường thế một chiều có dạng: 

I oo, khi X < 0, 

0, khi 0 < X < a, 

Uq, khi X > a. 

a) Chứng tỏ rằng các trạng thái năng lượng liên kết khi E < Uq được cho bởi 
phương trình 

\/ 2 mE I Ẽ 

tan - —-— a — --r. 

h \ Uq — E 

b) Vẽ đồ thị của hàm sóng ứng với trạng thái cơ bản. 

Lời giải: 

Phương trình Schrodinger cho miền có thế năng Ỉ7 = 0 và miền có thế năng 

u ^Uo là: 

= 0 khi 0 < X < a, 
ĩỊj2 — K^'Ộ2 — 0 khi X > a, 

trong đó: kũ — ^/2rnẼ/W, 

Nghiệm của 2 phương trình trên có dạng: 
ĩpi — Asiĩìkox khi 0 < X < a, 

Ĩp2 — khi X > a, 

sử dụng điều kiện biên: 

ĩpi{a) — 'Ộ2{a) ^ Asìĩikoa — 
ĩp'i{a) — 'Ộ2{a) koAcoskoa — — 

chia 2 hai phương trình này vế theo vế, ta được: 


K — ự2m{Uo — E)/h?. 


Vix] 

Ạ 



Hình 4.10: Sơ đồ thế năng biểu 
diễn thế bậc thang 


tanA:oa/Ả;o = —1/ư, hay tanA:oa = —ko/n. 
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Từ đó: 

\/2mE I Ẽ 

b) Đồ thị của hàm sóng ĩpi — Asìĩikox và 'Ip 2 — được cho ở Hình 4.10 

6.6 CHUYỂN ĐỘNG QUA THE BẬC THANG 

Bây giờ ta xét chuyển động của hạt trong trường thế có dạng (hình 4.11): 

X í 0 khi X < 0, 

Ut, khi I > 0. 

Theo cơ học cổ điển hạt có năng lượng E đi từ 


miền I qua miền II sẽ có động năng T — E — ƯQ. 
Trong trường hỢp khi E > ƯQ thì T)0 nên hạt 
có thể đi qua được miền II mà không bị cản trở. 

Uo 

U(x) 

Trong lúc đó khi E < ƯQ thì ở miền II động năng 
của hạt sẽ có giá trị âm. Đây là điều không thể 

I 

II 

chấp nhận trong phạm vi cổ điển, miền II được 
gọi là miền cấm cổ điển và hạt không thể đi vào 

0 


Hình 4.11: Sơ đồ thế năng biểu 

miền này. 

Bây giờ ta sẽ khảo sát chuyển động của hạt 

diễn thế bậc thang 


theo quan điểm của cơ học lượng tử và sẽ tìm ra một số tính chất đặc thù của 
hạt vi mô. Ta viết phương trình Schrodinger cho từng miền. 

Miền I: $ + = 0. (4.57) 

Miền II: ^ + ^{E-Uo)ÌJ 2 = 0. (4.58) 

dx^ 

Nếu đặt: 

2 ^mE 2 ^ 2m(E - Uọ) 

° ~ và /c - ' ^2 


(4.59) 
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thì hai phương trình trên được viết lại như sau: 

Miền I: = 0, 

dx^ 

Miền I: + k^'ệ 2 — 0. 

dx^ 

Nghiệm của 2 phương trình này là 

= 'ộii + 'ộir, 

^2 = + De-'"" = iJ2t + i^2r- 


(4.60) 

(4.61) 


(4.62) 

(4.63) 


Chú ý rằng ở miền II không có sóng phản xạ nên hệ số D = 0. Lúc đó hàm sóng 
ĩpi và Ip 2 trở thành: 

+ De-'"°", (4.64) 

= Ce'"". (4.65) 

Ta định nghĩa hệ số phản xạ R và hệ số truyền qua T như sau: 


R = 

Jlr 

, (4.66) 


Jli 

X 

T = 

ht 

(4.67) 


3 li 

X 


Với ix là thành phần trên trục X của vectơ mật độ dòng xác suất. Từ biểu thức 
của J theo (4.7) ta tính được: 

(ji)i = {hkữ/m)\A\^, 

(ji)r = {hkữ/m)\B\^, 

{ 32 )t = {hk/m)\C\^. 


Tuỳ theo giá trị của năng lượng E đối với thế năng ƯQ mà ta xét hai trường 
hỢp: 


^Ta dùng các ký tự: i (incident = tới), r: reũect = phản xạ, t: transmit = truyền qua 
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a) Trường hỢp E > Uq\ 

Khi đó các hệ số kữ và k có giá trị thực, dương. Dùng điều kiện biên tại 
X — 0: '0i(O) = '«/^ 2 ( 0 ); V^í(O) = '02(0)) 'ta tính được các hệ số B và C: 

2ko 


ko + k 




ko + k 


-A. 


(4.68) 


Ta thấy hàm ìpir — và '02Í = đều khác không. Điều đó chứng tỏ 

khi hạt tới gặp hàng rào thế năng thì một phần bị phản xạ ở miền I và một 
phần truyền qua miền II. Từ đó biểu thức của R YằT trở thành: 



Hình 4.12: Hàm sóng của hạt có năng lượng E > ƯQ. 


R = 


T = 


\BỸ 


lAp 

k\c? 


kn — k 


ko + k 
_ k 
ko |A|2 ko 


ko — k' 


2k(] 


ko + k^ 
2 


4Ả:nA; 


(4.69) 


{ko + ky {ko + ky 
Dễ dàng nghiệm lại rằng R + T — 1. Điều này chứng tỏ số hạt được bảo toàn. 
Sự truyền qua của sóng từ miền I sang miền II khi E > ƯQ được mô tả ở Hình 


4.12. 

b) Trường hỢp E < Uq: 

Khi đó hệ số Ả: = y.ự2m{E — Uq) là một số phức. Để sử dụng các kết 
quả của trường hỢp E > ƯQ, tương tự như phần 6.5, ta đặt k — ÌK, với 
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K — ^^2m{UQ — E). Hệ số phản xạ lúc này trở thành: 

R = ^ ' = 1 . ( 4 . 70 ) 

Kq + ÌK 

Trường hỢp này ta có sự phản xạ toàn phần. Sóng phản xạ có dạng: 

ĩỊjlr = He-**°* = feũ - ^ g-i(fcox+ổ)_ 

kữ + ỈK 

Như vậy, sự phản xạ làm dịch chuyển pha của sóng tới. Sóng truyền qua miền 
II khác không và có dạng: 

= Ce-^^ = , (4.72) 

Kq + ÌK 

Mật độ xác suất tìm hạt trong miền II là: 

4ìC2 

P 2 (x) = {4-73) 

Như vậy ta thấy ngay cả khi hạt có năng lượng 
E < Uq vẫn có một xác suất nhất định để tìm 
thấy hạt ở trong miền II. Đây là một hiệu ứng 
đặc thù của cơ học lượng tử được gọi là “hiệu 
ứng đường ngầm (tunnel effect)”. Xác suất tìm 

hạt tỉ lệ nghịch với X và giảm nhanh theo hàm mũ TT- 1 1 o TT. . . 1 . . 

Hình 4.13; Hàm sóng của hạt có 

khi X tăng (Hình 4.13). năng lượng E < ƯQ. 

6.7 CHUYỂN ĐỘNG QUA HÀNG RÀO THE 

Bây giờ ta xét chuyển động của hạt từ trái qua phải và gặp hàng rào thế có 

dạng đơn giản như ở Hình 4.14. Biểu thức giải tích của thế năng là: 

/ 

0 khi X < 0, 

E (x) = < Ụq khi 0 ^ X ^ a, 

0 khi X > a. 
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Theo cơ học cổ điển nếu hạt có năng lượng 
nhỏ hơn độ cao ƯQ của rào thế thì hạt 
bị chặn lại ở miền II nên không thể qua 
miền III được. Trong lúc đó theo phần 6.6 
đã xét ở trên thì ngay cả khi năng lượng 
của hạt nhỏ hơn độ cao hàng rào thế ưo, 
hạt vẫn có khả năng xuyên qua miền II để 
có mặt ở miền III bằng hiệu ứng đường 
ngầm. Ta sẽ tìm hệ số truyền qua bằng 
cách giải phương trình Schrodinger cho 
từng miền khác nhau của thế năng. 



Hình 4.14: Sơ đồ thế năng của hàng rào 
thế một chiều hình chử nhật 


// 2mE 

WÁx)+ ^2 Wl\.x) = ữ , 

(4.74) 

ĩp'2{x)+ ^ ^ ^^2(2;) = 0 , 

(4.75) 



'ộl{x)+ ^^'ộz{x) = ồ. 

(4.76) 


Đặt: 




'2mE 


K — 


'2m{Uo - E) 


n? ' V ^2 

lúc đó 3 phương trình trên được viết lại như sau: 


(4.77) 

ĩỊj2{,x) - + ^ĩỊj2i + 'Ộ2r, (4.78) 

ĩl)^{x) = (4.79) 


Trong (4.77) ta đã chọn biên độ của sóng tới ở miền I bằng đơn vị và trong 
(4.79) không có sóng phản xạ ở miền III. Ta định nghĩa hệ số truyền qua như 
sau: 



X 


(4.80) 
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Hệ số c được xác định từ điều kiện biên: 

ĩpiio) = 'Ộ2{0) I + A ^ B + 

^2(a) = V^3(a) => 

^'(0) = '02(0) => *^o(l - = «(-S - B'), 

^'(a) = (a) => zA;oC'e^°“ = 

Ta được một hệ 4 phương trình tuyến tính bậc nhất: 


A-B-B' + 1^0, (1) 

—ikoA — kB + kB' + zA;o = 0, (2) 

= 0, (3) 

kc^^B - kc-^^B'- ikữé^^^C = 0. (4) 


Giải hệ phương trình này ta tìm được hệ số c. Có nhiều cách giải hệ phương 
trình này, ở đây chỉ đưa ra một cách giải mà chúng tôi cho là đơn giản nhất, đó 
là cách giải bằng phương pháp khử thông thường. 

Trước hết ta phải tìm các hệ số B và B’ rồi thay vào phương trình (3) để 
tìm C: 

+ Khử hệ số A: Nhân phương trình (1) cho ikữ rồi cộng với phương trình (2), 
ta được: 

— (ư + ỉkQ)B + (k — ikQ)B' + 2ỉkQ — 0. (5) 

+ Khử hệ số C: Nhân (3) cho ikữ rồi trừ với (4): 

zA;oe“H + ikữ.e-^^B' - ikữé^^^c - {kc^^B - - ikoÁ^^^C) = 0 

-(«-zẢ;o)e''“H + (K + zẪ:o)e-'^“H' = 0. (6) 

+ Nhân (5) cho (ư + zA;o)e“'^“ và (6) cho (k — iko): 

— {k + ikQỷe~'^°'B + (« — zA;o)(/í + iko)e~'^'^B' + 2iko{K + zA:o)e“''“ = 0 

— (ư — iko)‘^e^°'B + (ư + iko){K — iko)e~'^°‘B' — 0. 


(7) 

( 8 ) 
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Lấy (8) - (7), ta tìm được hệ số B: 

^ _ 2iko{K + zẪ;o)e“''“ 

(« + ikQYe~^°‘ — {k — ikữYe'^°‘ 

Để tìm B’, ta lại nhân (5) cho (ư — zA;o)e“ và (6) cho (« + iko) 

— (« + zẢ;o)(« — iko)e'^°‘B + (« — ỉkQỸ‘e'^^B' + 2ỉkQ.{K — zA;o)e''“ = 0, 
— (« — iA:o)(ư + ikQ)e'^°'B + (« + ikQỶe~^°‘B' — 0 . 


(4.81) 


(9) 

( 10 ) 


Lấy (10) - (9) ta tìm được B’: 

^ -2iko{K - iko)e'^'^ 

{k — zA;o)^e'^“ — (ư + ikQ)‘^e~^°‘ 


Từ (3), ta tìm được C: 

^ 4zA;o«e“*^°“ 

{k + zẪ;o)^e“'^“ — (« — zA;o)^e''“ 

Thực hiện một số biến đổi phần mẫu số trong biểu thức của C: 


(4.82) 


(4.83) 


MS = (ư + zA;o) - (ư - zA;o) V“, 

= (ư^ — kl + 2ikoK)e~'^°‘ — {k^ — kồ — 2ikoK)e^°', 
= («2 - kỉ){e-^^ - e^“) + 2ikoK{e-^^ + e^^), 

— — («^ — Ả;Q)2shKa + 2ikoK2cììKa. 


Từ đó, ta được: 




—2ikoKe 


(«2 — A;Q)sh(Ka) — 2ikQKCÌì{Ka) 
AkoK 


(4.84) 


1^12 (J* (J 

[(«2 — A;Q)sh(Ka) — 2ikoKCÌi{Ka)][{K‘^ — kl)sìi{Ka) + 2ikQKCÌi{Ka)] 
Cuối cùng ta được hệ số truyền qua: 

4A:oư 


D = \C\^ = c*c 


{tB — kịysìi {ko) + A.k‘ịiB 


(4.85) 
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Xét trường hỢp Ka >> 1 thì shưa = (l/2)(e'^“ — e = (e'^“/2), nên 

^ " (kỉ + ^/(koK^y 

Đặt To là hệ số đứng trước hàm thì biểu thức (4.86) được viết lại như 
sau: 

T = Toe-2“. (4.87) 

Thay biểu thức của K vào (4.87) ta được 


T — Tq exp í — V 2m(ỉ7o — E).a 


(4.88) 


trong đó To = 16n^/(l + n^)^, với ^ — Y ^ • 

Như vậy, khi E < ƯQ hạt cũng có thể xuyên qua hàng rào thế bằng hiệu ứng 
đường ngầm. Dễ dàng nhận thấy rằng hiệu ứng đường ngầm chỉ xảy ra đối với 
các hiện tượng vi mô. 

Thật vậy, giả sử chọn No — T = 1, 28.10“^^ J, m = 9,8.10“^^ kg (khối lượng 
electron), ta có sự phụ thuộc của T vào giá trị của a như sau: 


a(m) 

2Q-10 

1,5.10-“ 

2,0.10-“ 

5,0.10-“ 

T 

0,1 

0,03 

0,008 

5,0.10-^ 


Như vậy, hiệu ứng đường ngầm là một hiện tượng biểu hiện rõ tính chất sóng 
của hạt vi mô, điều này không thể có đối với hạt vĩ mô. 
Công thức (4.88) chỉ áp dụng cho hàng 


rào thế dạng hình chữ nhật. Đây là 
một trường hỢp lý tưởng. 

Trong trường hỢp dạng thế có dạng 
như ở hình 4.16 ta cũng có thể áp dụng 
công thức trên bằng cách chia hàng 
rào thế này này vô số các hàng rào thế 
vuông góc rộng dx, cao ư(x). Hạt có 



Hình 4.16: Hàng rào thế có dạng bất kỳ 
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/.fi—27r/k(^ 


<-> 



Ã„=2:i/k„ 


Hình 4.15: Hàm sóng của hạt có năng lượng E < Uq khi đi qua hàng rào thế 

năng lượng E đi vào hàng rào thế tại 

điểm X — Xị Yằ ra khỏi hàng rào tại X — X 2 - Khi đó, công thức tính hệ số truyền 
qua áp dụng cho một hàng rào thế bất kỳ có dạng: 



(4.89) 


Hiệu ứng đường ngầm mới thoạt nhìn có vẽ như mâu thuẫn với định luật 
bảo toàn năng lượng. Khi hạt có năng lượng E đi vào miền thế năng u (x) > E 
thì động năng Ek — E — u(x) có giá trị âm và xung lượng của hạt là đại lượng 
ảo (?). Đây là một điều không thể xảy ra theo cơ học cổ điển. Thực ra vấn đề 
ở đây không có gì mâu thuẫn cả. 

Cơ học lượng tử cho rằng năng lượng của hạt không thể là tổng động năng 
và thế năng của hạt vì theo nguyên lý bất định Heisenberg thì xung lượng (động 
năng) và tọa độ (thế năng) của hạt không đồng thời xác định. Năng lượng của 
hạt chính là trị riêng của toán tử Hamilton khi thế năng không phụ thuộc tường 
minh vào thời gian (xem Chương III). 

Hiệu ứng đường ngầm được ứng dụng rộng rãi để giải thích các hiện tượng 
vật lý nhU: sự phát electron lạnh, sự phân rã alpha, hoạt động của diode tun- 
nel..., mà việc khảo sát chúng không nằm trong phạm vi của giáo trình này. 
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6.8 DAO ĐỘNG TỬ ĐlỀU HÒA LƯỢNG TỬ 

Dao động điều hoà là một dạng chuyển động rất quan trọng trong vật lý nói 
chung và vật lý hạt vi mô nói riêng. Đó là dao động của các ion hoặc nguyên tử 
quanh vị trí cân bằng trong mạng tinh thể, dao động của các nguyên tử trong 
phân tử... Bài toán về dao động điều hoà lượng tử được ứng dụng nhiều trong 
vật lý lý thuyết như lý thuyết bức xạ cân bằng, lý thuyết phổ, lý thuyết nhiệt 
dung của vật rắn... Trước hết ta xét trường hỢp dao động tử điều hoà một chiều 
với thế năng có dạng parabol đối xứng (Hình 4.17): 

1 

u{x) = 

Theo quan điểm cổ điển hạt sẽ chuyển động 

dao động với biên độ phụ thuộc vào cơ năng 

ban đầu E. Cơ năng này có thể cung cấp cho 

hạt dưới dạng thế năng (độ lệch ban đầu), 

dưới dạng động năng (vận tốc ban đầu), hoặc 

cả thế năng và động năng ban đầu. Nếu bỏ 

qua mọi sự hao hụt về năng lượng thì trong 

quá trình chuyển động, động năng và thế năng 

^ Hình 4.17: Sơ đồ thế năng của dao 

CÓ thể thay đổi nhưng tổng của chúng là một động tử điều hòa. Tại các điểm lùi cổ 

___ V 1 ^__ 1 _n_ điển X = Xc hạt có năng lượng toàn 

đại lượng không đôi và băng năng iượng ban ỊC Ẹ 

đầu E. Đối với một giá trị bất kỳ của E sẽ có 

hai giới hạn của biên độ dao động, được xác định bởi X — (điểm lùi cổ 
điển). Sau đây ta sẽ giải bài toán dao động tử điều hòa lượng tử bằng phương 
pháp giải tích. 

Phương trình Schrodinger không phụ thuộc thời gian có dạng 

^ + ( 4 . 90 ) 
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Để giải phương trình này ta dùng phương pháp đổi biến số: 

Ệ — {muj/hY^‘^x, X — 2E/huj. 

Lúc đó phương trình (4.90) trở thành: 

= 0. (4.91) 

Phương trình trên cho nghiệm thoả mãn các điều kiện tiêu chuẩn của hàm 
sóng chỉ ứng với một giá trị xác định của A tức là của năng lượng E. 

Để tìm nghiệm của (4.91) trước hết ta xét các nghiệm tiệm cận: 

- Khi ^ ^ ±(X) thì (4.91) trở thành: 

^-em = o. (4.92) 

Nghiệm của phương trình này là: 

Do điều kiện giới nội của hàm sóng nên ta chỉ chọn số hạng 

- Khi ^ có giá trị bất kỳ nghiệm của (4.91) có dạng: 

trong đó f{^) là hàm cần tìm. Lấy đạo hàm bậc hai của ìỊj theo ^ rồi thay vào 
(4.91) ta được phương trình: 

/” (í) - 2ư'(í) + (A - 1)/{Í) = 0, (4.93) 

Ta tìm nghiệm của (4.93 dưới dạng chuỗi: 

CX) 

/(í) = E“‘í‘- 

k—ữ 

Lấy đạo hàm bậc nhất rồi bậc hai của /(<C), ta được: 

oo 

/'(í) = Y^kaue-\ 

k=l 
oo 

/”(í) = Y^Hk-l)ate-\ 

k=2 


(4.94) 
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Thay /(0)/” (0 vào (4.93) và đưa các số hạng về cùng tổng 'ta- 

được: 

^ ^ [{k + 2)(A; + l)afc+2 ~ 2kak + (A — l)afc] = 0. 

fc=o 

Từ đó, ta suy ra công thức truy toán dùng để xác định các hệ số ttk'. 

2k + l-X 

“‘+2 = (^; 2 P + 1 )“‘' ( 4 . 95 ) 


Theo hệ thức (4.95), nếu ta biết ttk thì sẽ tìm được ak+ 2 , rồi ttk+ị... 
Ví dụ: 

+ Nếu bắt đầu từ ŨQ ta sẽ tìm được các hệ số với k chẵn: 


_ 1 - A 

«2 — -^-UQ, 


_5-A _(5-A)(l-A) 

«4 - ^2 ^ -« 0 , — 


+ Nếu bắt đầu từ tti ta sẽ tìm được các hệ số với k lẻ: 


_ 3-A 

«3 — — 2 —Ul, 


7- A 


tts 


20 


-tts 


Ơ-A)(3- A) 

120 


-ttl, . . . . 


Khi (X) để đảm bảo điều kiện giới nội của hàm sóng thì chuỗi (4.94) phải 
bị chặn ở một số hạng nào đó, nghĩa là trở thành một đa thức. Giả sử bậc của 
đa thức là n, lúc đó a„ ^ 0, an +2 — 0, công thức truy toán bây giờ trở thành: 


2ĩi T 1 — A — 0 A — 2ĩi T 1. 

Như vậy, ta được biểu thức của năng lượng: 

En — hio, với n — 0,1, 2... (4.96) 

Công thức (4.96) chứng tỏ năng lượng của dao động tử điều hòa có giá trị gián 
đoạn. Năng lượng thấp nhất của dao động tử ứng với n — 0 ỉầ 

Eq = ^huj (4.97) 


được gọi là “năng lượng không”. 
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Năng lượng này có liên quan đến dao động của các hạt (nguyên tử, ion...) 
ở nút mạng tinh thể. Theo cơ học lượng tử thì ngay cả khi nhiệt độ tiến đến 
không độ tuyệt đối (T —^ ONT) các hạt vẫn dao động, do đó có năng lượng. 

Sự tồn tại của “năng lượng không” đã được thực nghiệm xác nhận nhờ thí 
nghiệm tán xạ tia X lên tinh thể ở nhiệt độ thấp. “Năng lượng không” cũng là 
kết quả trực tiếp của hệ thức bất định. Thực vậy, nếu ở T = 0 K hạt không 
dao động thì tọa độ và xung lượng được đồng thời xác định, điều này trái với 
hệ thức bất định. 

Bây giờ ta tìm hàm sóng ứng với năng lượng En- Hàm sóng này có dạng: 

Mí) = (4.98) 

So sánh phương trình (4.93) với phương trình cho đa thức Hermite (xem phần 
phụ lục) ta thấy f{^) chính là đa thức Hermite. 

/„(í) = HM) = (4-99) 

Hệ số An được xác định từ điều kiện chuẩn hoá: 

/ +00 ^+oo 

\'ện{x)\‘^dx = 1 ^ / \'ện{0\‘^dỆ{\/ĩĩ/muj) = 1 . 

-CX) J —oo 

Dùng điều kiện trực giao của đa thức Hermite: 



ta tìm được: 

\/ 2^nl 

Như vậy, hàm sóng ứng với năng lượng En có dạng: 

(4.100) 

Bây giờ ta chuyển qua biến x: 

'ộn{x) ^ mu/hx). (4.101) 

\hTĩ J V2^n! 
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Nếu ta đặt Xo = ^Jh/17100 thì hàm sóng ứng với một số mức năng lượng khác 
nhau sẽ là: 

Ì^q{x) = , ^ exp(-xV2xỒ), 

Va^oVTT 

= , exp(-x^/2xỒ)2(x/xo), 

VSxoVTT 

^2(^) = exp(-xV2xg)(4xVxg 

^y2^Xo^y7T 

Ta định nghĩa điểm mà tại đó hàm sóng Ipn{x) = 0 là nút, thì hàm 'ộo{x) có 0 
nút, hàm 'ội{x) có 1 nút...Nói chung số nút chính là số lượng tử n. Đồ thị các 
hàm sóng và xác suất tìm hạt tương ứng với 4 mức năng lượng thấy nhất được 
diễn tả ở Hình 4.18. 


(4.102) 

(4.103) 

(4.104) 



Hình 4.18: Hàm sóng (đồ thị (a)) và mật độ xác suất tìm hạt (đồ thị (b)) của hạt dao động 
điều hòa ứng với 4 mức năng lượng khác nhau. 


Ví dụ 6.8.1: 


Tìm các mức năng lượng của hạt khối lượng m chuyển động trong trường 
thế năng có dạng: 


U{x) = 


+ 00 , 

1 __ 91 .9. 

ịmoj X , 


khi 

khi 


X < 0, 
X > 0. 



7. Phương trình Schrodinger trong chuyển động 3 chiều 


133 


Lời giải: 

Đây là bài toán dao động tử điều hòa không đối xứng trong đó hạt chỉ chuyển 
động trong miền X > 0. Như vậy, nghiệm của phương trình Schrodinger cho bài 
toán là những nghiệm triệt tiêu ở X = 0. Đây là nghiệm lẻ (n’=2n+l) của bài 
toán dao động tử điều hòa đối xứng vì chỉ các nghiệm dạng ìỊj 2 n+i{x) mới triệt 
tiêu tại X = 0. 

Vì vậy, năng lượng của bài toán không đối xứng cho các giá trị năng lượng 
với n lẻ, nghĩa là: 


En — 


"+ỉ 


ĨTJjJ — 


(2n + 1) + i 


huj — ( + 2 ) 


trong đó n = 0,1, 2,3,.... 


7 PHƯƠNG TRÌNH SCHRODINGER TRONG CHUYÊN ĐỘNG 
3 CHIỀU 


Bây giờ ta xét tường hỢp hạt chuyển động không phải trên một đường thẳng 
mà trên một mặt phẳng 2 chiều hoặc trong không gian Descartes 3 chiều. Để 
giải phương trình Schrodinger cho chuyển động nhiều chiều này ta dùng phương 
pháp tách biến bằng cách giả sử chuyển động trên các chiều là độc lập nhau. Hệ 
quả của điều này là năng lượng trong chuyển động nhiều chiều bằng tổng năng 
lượng của các chuyển động 1 chiều và hàm sóng trong chuyển động nhiều chiều 
bằng tích các hàm sóng của các chuyển động một chiều. Vì vậy, ta sẽ sử dụng 
kết quả của bài toán của chuyển động một chiều đã khảo sát ở trên. Điều cần 
chú ý ở đây là khác với trường hỢp 1 chiều, trong chuyển động nhiều chiều sẽ 
xuất hiện sự suy biến của năng lượng. 

Trong mục này, trước hết ta đUa ra cách giải tổng quát phương trình 
Schrodinger trong trường hỢp 3 chiều trong tọa độ Descartes bằng phương 
pháp tách biến, sau đó ta sẽ xét bài toán hố thế 2 chiều, 3 chiều và bài toán dao 
động tử trong trường hỢp 3 chiều. 
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7.1 GIẢI PHƯƠNG TRÌNH SCHRODINGER TRONG TRƯỜNG 

HỢP ba chiều 

Trong không gian Descartes 3 chiều ta đặt X — Xi,y — X2, z — X 3 , lúc đó 
phương trình Schrodinger dừng có dạng 

Ị^-^A + U(xi,X 2 ,X 3 )jV^(xi,X 2 ,X 3 ) = E'ộ{xi, X2, X3) (4.105) 

Sử dụng phương pháp tách biến ta viết biểu thức của thế năng dưới dạng: 

V{xi,X 2 ,xs) = Vi{xi) + V 2 ÌX 2 ) + 13 ( 2 ^ 3 ), (4.106) 

thay vào phương trình (4.105), ta được 

^ V ~ ^ ư(xj)jV^(xi,X2,X3) = E'Ộ{xi,X2,x:ì). (4.107) 

Ỉ=1 

Trong phương pháp phân ly biến số, hàm sóng và năng lượng có thể viết lại 
như sau: 

'ộ{xi,X2, X3, ...) = 'ội{xi)'Ộ2{x2)'ộ:ị{xz), E ^ Ei + E 2 + Es. (4.108) 

Thay (4.108) vào phương trình (4.107) rồi chia 2 vế cho ĩl^{xi,X 2 ,xs), ta được: 

§ ( “ = Ei + E, + E,. (4.109) 

Từ đó, phương trình (4.109) có thể tách thành 3 phương trình một chiều riêng 

rẽ có nghiệm đã biết 

/ \ 

+ Vi{xi)j'iỊji{xi) = Ei'iỊji{xi). (4.110) 

Tóm lại, năng lượng và hàm riêng tương ứng của hạt trong chuyển động 3 
chiều trong không gian Descartes là: 

Ena:nynz— Eĩix+Eny+En^Ị 'ộnxnynz{x, y z') — 'lprix{^)'^ny{y)'ộnz{z) (4.111) 
Dạng của năng lượng Enị và hàm sóng ĩpmixị) phụ thuộc vào dạng của thế năng 
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7.2 HẠT TRONG GIẾNG THẾ 2 CHlỀU 

Trong trường hỢp hạt bị nhốt trong giếng thế với thế năng có dạng: 

_ í 0 ìảiì 0 < X < Lx, 0 <yx < Ly, 

[ oo khi X < 0,x > Lx', y < 0,y > Ly. 

Phương trình Schrodinger cho hạt trong giếng thế 2 chiều có dạng: 

h? í đ? (f \ 

Ta giải phương trình này bằng phương pháp phân ly biến số: 

'ộix, y) = ệ{x).ệ{y)] E^E^ + Ey. 

Lúc đó phương trình trên được tách thành 02 phương trình cho trường hỢp 1 
chiều: 

Từ công thức của năng lượng và hàm sóng trong trường hỢp giếng thế 1 
chiều ta được năng lượng và hàm sóng trong giếng thế 2 chiều như sau: 

s 2 y ]-2 ^2 

En.n, = K. + K, = + ^). (4.112) 

i^n.,ny{x, y) = sin(^^^) sin(^^). (4.113) 

y -^x-^y -^y 

Khi giếng là hình vuông cạnh L thì: 

En^ny = ^ \ sin(^^) sin(^^). (4.114) 

Giá trị năng lượng ứng với 4 mức đầu tiên là: 


En — ỉĩĨtĩ"^/ lĩiL?] Ei 2 — E 21 — 5h^7ĩ‘^/2mL^, 
E 22 — 4:h^7ĩ‘^/mL^, Eịs — Esi — 5h‘^7ĩ‘^/mL‘^. 


(4.115) 
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(I1,=3,]V=1) 

(11,= 1, Ily=3) 




(11,= :, lly=l) 

(lC=l»y=-) 


( 11 ,= 1 , 11 ,= 1 ) 

Hình 4.19: Dạng của hàm sóng của hạt trong giếng thế 2 chiều hình chữ nhật có thành cao 
vô hạn với ria; = 4, Uị; = 4 (hình bên trái) và giản đồ các mức năng lượng đầu tiên (hình bên 
phải). 



Ta thấy rằng mức năng lượng Eli không suy biến, hàm sóng tương ứng là 
'Ipii{x,y) — sin(^) sin(^). Mức năng lượng Ei 2 hoặc £'21 suy biến bội 2 ứng 
với 2 hàm sóng ' 0 i 2 (x,y) = I; sin(^) sin(^) và 

ệ 2 i{x,y) = |sin(^)sin(^). 

7.3 HẠT TRONG GIẾNG THẾ 3 CHlỀU 


Trong trường hỢp này thế năng giam giư hạt có dạng: 


I 0 khi 0 < X < La;, 0 < y < Ly, 0 < 0 < 

U{x,y,z) = < 

[ 00 khi X < 0, X > Lx] y < 0,y > Ly] z < 0,z > Lz. 
Phương trình Schrodinger cho hạt trong hộp 3 chiều có dạng: 

Jf í (f dp (f \ , 

(S + Ế + ấ) = Et(x,v,z). 

Sử dụng công thức (4.111), ta viết biểu thức của năng lượng và hàm sóng trong 
giếng thế 3 chiều như sau: 


^vlI ^ 


n: 


Eĩ 



(4.116) 


■^nxnynz -^ĩix ' -^riy 1 ^nz 
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Vn^nynAx, y, z) = i sin(-^) sin(-ệ-^ sin(-^). (4.117) 

y -^x-^y-^x -^y 

Trong trường hỢp Lx — Ly — Lỵ — L thì năng lượng và hàm sóng trong (4.116) 




Hình 4.20: Dạng của hàm sóng của hạt trong giếng thế 3 có thành cao vô hạn ứng với các 
mức năng lượng đầu tiên. 


và (4.117) trở thành 


E., 


LlxLlyĩĩz 


2mL2 


/_2 I 2 I 2 \ 

{nị + ny + nị) 


(4.118) 


Vn^nynA^^ y, A ^ \l sin(-^) sin(sin(-^). 


ở trạng thái cơ bản rix — riy — riỵ — l năng lượng có dạng 

3 ^ 27^2 


T '111 — 


oy 

2mL2 


(1 + 1 + 1 ) 


2mL2 


-3^1, 


(4.119) 


(4.120) 


trong đó Ei — tAìAỊ (2mL^) là năng lượng ở trạng thái cơ bản của giếng thế 1 
chiều. Sự suy biến của các mức năng lượng trong giếng thế 3 chiều được cho ở 
bảng 4.1, trong đó Qn là bậc suy biến. 
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Bảng 4.1: Sự suy biến các mức năng lượng trong giếng thế 3 chiều. 


Erixnyn^/ Eị 

ịĩlx') ^y) ^z) 

9n 

3 

(111) 

1 

6 

(211), (121), (112) 

3 

9 

(221), (212), (122) 

3 

11 

(311), (131), (113) 

3 

12 

(222) 

1 

14 

(321), (312), (231), (213), (132), (123) 

6 


7.4 DAO ĐỘNG TỬ ĐlỀU HÒA 3 CHlỀU 

Ta xét hạt dao động điều hòa lượng tử với thế năng dạng: 

lo 

V{x,y,z) = ^m{íol + (4.121) 

Nếu các tần số theo 3 chiều khác nhau ta nó trường hỢp dao động tử điều hòa 
dị hướng, trường hỢp ngược lại ta có dao động tử điều hòa đẳng hướng. Sử 
dụng phương pháp tách biến như trên ta được năng lượng của dao động tử 3 
chiều dị hướng là: 

111 

^nxnyUx — (ư® “h “h (Uy + -^hWy + {ĩlz ~^ĨĨZJz-) (4.122) 

trong đó Ux, Uy, Uỵ = 0,1, 2, 3,.... Hàm sóng mô tả trạng thái dừng tương ứng 
là 

'ộnxnynÁx, y, z) = 'ộnx{x)'ộny{y)'ộnÁz), (4.123) 

trong đó các hàm sóng một chiều được cho ở công thức (4.101). 

Trong trường hỢp thế năng đẳng hướng {ujx — 0Jy — uJz — oj) thì năng lượng 
ở (4.122) trở thành 




8. Tóm tắt Chương 4 


139 


hay 


En — {n + 3/2)ĩìw; với n — rix + Uy + nz. (4.124) 


Từ (4.124) ta thấy trong trường hỢp dao động điều hòa đẳng hướng năng lượng 
sẽ suy biến. Để tìm bậc suy biến ta tìm số hàm sóng khả dĩ ứng với một giá trị 
của năng lượng. Dễ dàng thấy rằng bậc suy biến ứng với mức năng lượng En 

là 

n 

9n= ^(n - ni + 1). 
ni=0 

Đây là một cấp số cộng mà số hạng đầu là (n+1), số hạng cuối là 1, vì vậy áp dụng 
công thức tính tổng của cấp số cộng, ta được bậc suy biến là Qn — (n+l)(n+2)/2. 
Bảng 4.2 minh họa các giá trị các mức năng lượng và bậc suy biến của chúng. 


Bảng 4.2: Sự suy biến các mức năng lượng trong dao động tử 3 chiều đẳng hướng. 



§ 8 TÓM TẮT CHƯƠNG 4 

• Sự thay đổi trạng thái của một hạt vi mô được mô tả bởi phương trình 
Schrodinger tổng quát 


Khi toán tử Hamilton không phụ thuộc tường minh vào thời gian thì 
hàm trạng thái 4/(r, í) được tách thành hai hàm độc lập nhau: 4/(r, í) = 
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trong đó f{t) — 'ộ{r^ là nghiệm của phương trình Schrodinge 

dừng (phương trình trị riêng của toán tử năng lượng): — EipỢ). 

Để giải phương trình Schrodinger tổng quát ta chỉ cần giải phương trình 
Schrodinger dừng sau đó sử dụng điều kiện đầu để tìm trạng thái ở một 
thời điểm t đã cho. 

• Khi hạt chuyển động hoàn toàn tự do (không bị liên kết) thì năng lượng 
của hạt có giá trị liên tục và hàm sóng có dạng sóng phẳng De Broglie. Khi 
chuyển động của hạt bị giới hạn thì sẽ xuất hiện các trạng thái liên kết, 
ở đó năng lượng bị lượng tử hóa (bài toán hố thế vô hạn hoặc hữu hạn, 
bài toán dao động điều hòa). Năng lượng thấp nhất của hạt không bằng 
không mà có một giá trị nào đó, {Eị — h^Tĩ‘^/2mư) đối với giếng thế, hoặc 
Eq — hư/2 đối với dao động tử điều hòa. 

• Khi hạt bị nhốt trong giếng thế sâu vô hạn thì hạt không có khả năng 
“thấm qua” thành giếng. Tuy nhiên, đối với giếng thế có độ sâu hữu hạn 
thì có một xác suấtnào đó để hạt đi vào miền cấm cổ điển (có động năng 
âm), nghĩa là có thể thấm qua thành giếng. Đây là một hiêu ứng đặc thù 
trong cơ lượng tử, được gọi là hiệu ứng đường ngầm. 

§ 9 BÀI TẬP CHƯƠNG 4 

1. Hạt ở trong hố thế một chiều vuông góc có bề rộng L. Chứng minh rằng ở 
trạng thái thứ n thì xác suất tìm hạt giủa miền X = 0 và 
x = L/nlàl/n. 

2. Hạt ở trong giếng thế một chiều vuông góc sâu vô hạn có bề rộng L và có 
trạng thái 'ộ{x) — Aúv?{'Kx/L). Hãy xác định xác suất đo năng lượng của 
hạt ở trạng thái cơ bản. 

3. Hạt trong giếng thế một chiều sâu vô hạn có bề rộng L, có trạng thái được 
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mô tả bởi hàm sóng ^^[x) — Ax{L — x). Hãy tìm phân bố xác suất của 
năng lượng, các giá trị trung bình E Yầ E^. 

4. Hạt trong hố thế một chiều vuông góc sâu vô hạn có bề rộng a. Chứng 

minh: X = ịa, (Ax)2 = ^{1 - 

^ 12 7T^n^ 

5. Xác định phân bố xác suất của xung lượng của một hạt trong giếng thế 1 
chiều vuông góc sâu vô hạn ở trạng thái cơ bản (n=l), bề rộng của giếng 
là a. 

6. Tìm hàm sóng và mức năng lượng của các trạng thái dừng của 1 electron 
dao động điều hoà trong điện trường đều £ = {e, 0,0). 

7. Tại thời điểm t — 0 hàm sóng của 1 dao động tử điều hòa một chiều là: 

T(x,0) = 

n 

trong đó 'ộn{x) là hàm riêng của toán tửnăng lượng. 

a) Tìm hệ số chuẩn hóa A. 

b) Tìm biểu thức của hàm sóng tại thời điểm t. 

c) Tìm trị trung bình của năng lượng tại t — 0. 

8. Chứng minh rằng sự tồn tại năng lượng không trong dao động tử điều hòa 
lượng tử có thể suy ra từ hệ thức bất định Heisenberg. 

9. Hàm sóng của một hạt trong giếng thế một chiều vuông góc có bề rộng L, 
có thành cao vô hạn ở thời điểm ban đầu có dạng ll/(x,0) = Ax{L — x). 
Tìm hàm sóng T(x,í) tại một thời điểm bất kỳ. 

10. Trạng thái của một quay tử phẳng được mô tả như thế nào nếu tại t=0 
nó được mô tả bằng hàm sóng 0) = Hsin^ ip. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 

1. Hàm sóng chuẩn hóa ở trạng thái thứ n có dạng: 'ộn{x) — y^sin ^x. 
Dùng công thức tính xác suất tìm hạt trong miền X — [0, L/n]: 

ị-L/n 

VP = / \'lỊjn{x)\‘^dx, 

Jo 

tính ra ta sẽ được kết quả: IƯ[ 0 ,L/n] — í/n. 

7 7 9 7ĨX 9 

2. a) Dùng điều kiện chuẩn hóa để tìm A: 1 = / (sin^ -^Ỷdx. 

Dùng công thức hạ bậc lũy thừa của hàm lượng giác: 

.9 1 — cos 2x >.,71.71 1 .. ... . ... . rv 

sin X — ---, rôi tính tích phân trên ta được: 

2 ’ 

Xác suất đo năng lượng của hạt được tính theo công thức: 


Wn{En) = \Cn\ = \ {'ện\'ệ)\ , trong đó ưn = y |sin 

Thay vào công thức trên cho trường hỢp trạng thái cơ bản n — 1, ta được: 




o 7 . 1 .V . 1 7 . 1 . . .7 -3 3 sin X — sin 3x ^ ^ ^ _ 

Sử dụng công thức lượng giác: sin X — - - -, ta tính được: 

u;i(ii;0 = |ci|2 = ^ = 0,96. 

3. a) Sử dụng điều kiện chuẩn hóa ta tính được: A — ^y30/L^. 

b) Phân bố xác suất đo năng lượng: Wn{En) — |c„p = |(ưn|ư)pi trong đó 


Ta cần tính tích phân: 


= AiựĩỊL) [ si: 
Jo 

= A(ự2ĨL)[LỊ^ 


' . UTTX 

sin —ị—x[L — x)dx, 

1 j 


ĨITIX 

a:sin —Ị—dx 


9 . riTĩx \ 

/ X sin ——dx 1. 

Jo L J 

V 

■V’í~*vìrí‘ ry^'TT - 


Khi tính hai tích phân này, ta chú ý rằng cosnTT = 
sinnTT = 0, ta được kết quả: 

240 .. 


Wn = 


n^TT® 


[1 - (-in^ 
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c) Các giá trị trung bình E và có thể tính theo các công thức: 


^ anWn, A2 = ^ 

n n 

+ E = EnWn{En) 


O-n^n- 


n 

h‘^7T‘^n^ 240 960 1 

[1 - {-1)T = £4^4ir 2J 


2mL2 n®7r® 


2mL2 TT® /— 1 .. 

n=l,3,5 


_^ 1 TT^ _ Ĩ)H' 

Sử dụng công thức: y , ^ ta tính được: E — 

96 

n=l,3,5 


2 


mL‘^ 


+£2 = Y,{E„fw„{E„) 

/fi27rV\2 240 


/ \2 960 


E ị ii /( /t X" 2 ^ 

v 2mL2 / \2mL‘^) TT® 

n n=l,3,5 

_^ 2 7 Ị -2 _ 30 ^^ 

Sử dụng công thức: ^ ta tính được: E‘^ — ' . 

Jị2 g rn^L^ 

n=l,3,5 

Ghi chú: Ta cũng có thể sử dụng công thức tính trị trung bình theo cơ 
lượng tử để tính trị trung bình của E Yầ E^: 

Ị ĩỊj*HĩỊjdV YầW ^ Ị 'ộ*H^dV^ Ị {Ồĩị)ỴHĩị)dV, 

Jv Jv Jv 

fc 2 ^2 

trong đó: ĩỊ) — Ax{L — x) vk H - 


2m dx‘^ 

4. Dùng công thức tính trị trung bình: A — Jy ĩị)*AipdV. 


Dùng công thức tính trị trung bình: A — Jy ĩl)* AddV . 

Trong bài toán này: ĩỊj — 'ộn{x) — a/( 2/a)sin ——; X — X] x"^ — x‘^ , như vậy 

CL 

ta có: 


_ , / \ f .9 7 V —õ / ri / \ f 2*2 

x — {2/a) / xsin - dx va x^ — {2/a) / X sin - dx. 

Jữ CL Jo ư 

Dùng công thức sin^x = 1-cos 2x . _ 1+cos 2x phân 

_ (2 0 

này ta được: X = l/2a, (Ax)2 = 7^(1- 7 ^)- 

12 TT^n^ 
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5. Mật độ xác suất đo xung luợng được tính theo công thức: 
p{p) = với Cp = {'ộp{x)\'ội{x)), 
trong đó: 'ộpix) — 'ộiix) — a/( 2/a) sin(7ra:/a). 

Trước hết, ta tính hệ số Cp\ 

2 /*“ i 

Cp — \/(2/a) sinÍTTx/a). 

7 o 


Dùng công thức Euler: sin ^ = 


^inx/a _ ^—ÌTix/a 

2i ■ 


Thực hiện phép tính tích phân ta được: 


ipa 


Chú ý rằng cos{pa/h) = 1 — 2sin^(pa/^), ta được: 

PÌP) = lc^r = c;cp = COs\pa/2h). 

6. Hạt dao động điều hòa trong điện trường £ có thêm một thế năng phụ do 
tương tác với điện trường là: 

u'{x) — —eex. Như vậy, thế năng của dao động tử điều hòa trong điện 
trường có dạng: 


u{x) — mcư^x^/2 — eex. 


Viết phương trình Schrodinger với thế năng như trên, sau đó đổi biến số: 


X — X — ee/moó^. 

Ta sẽ biến đổi phương trình Schrodinger theo biến X về phương trình theo 
biến X, có dạng: 

trong đó: E'^ — En + l2mup‘. 

Giải phương trình trên ta được:£'' — E'^ — {n+ị)hu:. Như vậy, năng lượng 
của dao động tử trong điện trường là: 

ị 

En — E'^ — e^e^/2mcư^ — {n + ^)hw — /2muj‘^, n = 0,1, 2,3... 

2 
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7. + Sử dụng điều kiện chuẩn hoá: 

m,n 

tính ra, ta được A — l/\/2. 

+ Hàm sóng phụ thuộc thời gian có dạng: 


d'(x,í) = d'(x, 0 )e = y ' ị ^ 


/ 1 \ «+i 

^ j e“‘'"+"Vn(x). 


+ Trị trung bình của năng lượng là: 

Ẽ = (^(x,0)IHI^(x,0)) 






m+n I 1 

5 ( 2 ) + 2 ) 

m,n ^ ^ ^ ^ 

ẽ 2 ÌT("+ 2 ) 

n=0 ^ / 


Tính ra, ta được: E — 3^/2. 

+ Trị trung bình của năng lượng là: 

E — {ĩp{x) E[ 'Ip{x)) — {'Ip{x) 


._9 9I _.9: 

moj X 


tóíx)) = -—H- —X . 

^ ’’ 2m * 2 


Vì: (Ax)2 — — (x) và {ApxY — pị — {Px), 

nên: 

_ 1 _ Tìl.hP' _ 

E^^iApxY+^^iAxy. 


2m 


Sử dụng hệ thức bất định Heisenberg: (Ax)2 [Ap^y > 4 , ta được: 

E > -— H —-—{AxY (*). 

8m(Ax)2 2 
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Vế phải của (*) là một hàm của (Ax)2. Đặt (Ax)2 = Ệ thì vế phải của (*) 


trở thành: 




Lấy đạo hàm của (**) và cho bằng không, ta được <^0 = 2 mw- 

Từ đó giá trị cực tiểu của năng lượng (chính là “năng lượng không”) là: 

ĩ? I ^ 

Ermn ^ Eo ^ ^ 

9. Nghiệm tổng quát T(x,í) là tổ hỢp tuyến tính của các nghiệm riêng 

'ộn{x,t): 

T(x,í) = y^^Cn'ộn{x,t) = y^^Cn'ộri{x)e~^^"\ 


trong đó: 


'ện{x) = y^sin(nưx/L), T(x,0) = y^^CnÌ^nix). 

n 

Hệ số Cn được tính từ công thức: Cn — Jq V^*(x)T(x, 0)dx, tính ra ta được: 

c„ = - (-1)"]. 

Từ đó hàm sóng tổng quát có dạng: 


Ý(x,í) = ^X^^y^sin(n7rx/L)e _ (-1)”]. 


10. Rotator phẳng có nghiệm dừng và năng lượng là: 

^ X -L ihm^t 

= ^=e 2T ^ 
y 2 tĩ 

với I là momen quán tính của hệ. 

Thực hiện tương tự như bài trên, ta được nghiệm tổng quát: 

, . 1 f _ 2iht '\ 

T {(p, t) — ì 1 “ cos 2i~p.e E \ . 

v3ư J 
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Sự thay đôi các đại lượng động lực 
theo thời gian 

§ MỤC TIÊU CỦA CHƯƠNG 

• Mục tiêu của chương này là khảo sát sự thay đổi của một đại lượng động 
lực của một hạt vi mô theo thời gian. Theo Tiên đề 2 một đại lượng động lực 
được biểu diễn bằng một toán tử nên việc tìm phương trình biểu diễn sự thay 
đổi của toán tử theo thời gian mà mục tiêu chủ yếu của chương này. Phần lớn 
nội dung của chương dành cho việc tìm các phương trình chuyển động và các 
định luật bảo toàn trong cơ lượng tửvà chứng minh sự tương đương của chúng 
đối với cơ học cổ điển. 

• Sau khi học xong chương này, sinh viên sẽ nắm được ý nghĩa của trị trung 
bình trong phép đo một đại lượng động lực, từ đó nắm được bản chất của các 
định luật bảo toàn và sự liên hệ của chúng với các tính chất của không gian và 
thời gian. 

§ 1 MỞ ĐẦU 

Trong chương III ta đã đặt tương ứng một đại lượng động lực với một toán 

tử. Kết quả đo giá trị của đại lượng động lực được đặc trưng bởi trị riêng của 

toán tử tương ứng với đại lượng động lực đó. Nói chung phép đo các đại lượng 

động lực trong cơ lượng tử mang tính thống kê. Như vậy, đặc trưng cho độ lớn 
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của một đại lượng động lực chỉ có thể là trị trung bình, vấn đề ở đây là trị 
trung bình sẽ thay đổi theo thời gian như thế nào. Sự thay đổi theo thời gian 
của trị trung bình liên quan đến sự thay đổi của toán tử theo thời gian. 

Trong chương này, trước hết ta sẽ khảo sát đạo hàm của toán tử theo thời 
gian, sau đó sẽ khảo sát sự thay đổi một số đại lượng động lực cơ bản theo thời 
gian thông qua trị trung bình của chúng, cuối cùng là khảo sát các điều kiện để 
một đại lượng động lực là một đại lượng bảo toàn. 

§ 2 ĐẠO HÀM CỦA TOÁN TỬ THEO THỜI GIAN 


Ta sẽ tìm đạo hàm của toán tử A theo thời gian. Muốn vậy, ta chấp nhận 
mệnh đề sau: 

Đạo hàm của trị trung bình của đại lượng động lực A hằng trung bình của 
đạo hàm của đại lượng động lực A theo thời gian, nghĩa là: 


d dA 

_ — 

dt dt 

Trước hết ta tính đạo hàm theo thời gian của trị trung bình của A: 


(5,1) 


ịA = {W,tì 




(5.2) 


Dùng phương trình Schrodinger phụ thuộc thời gian, ta có thể viết: 




thay vào (5.2) ta được: 

lA Il/(f,t)) + ,i(^(i/'l<{r,t)|i{i)|'l<{r,i)) - {'ÍỊ(f,t)ịẰH'ỉ{f,t))y 

(5.4) 

Do tính chất Hermite của toán tử H nên ta có thể biến đổi tích vô hướng thứ 
hai trong (5.4) như sau: 

J^A = (T(r,í) ^ 4'(r,í)) + ^ (^(T(r, í)|FÌ|T(r, í)) - (T(r, í)|iiJ|T(r, í))), 
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hay: 


ỊA = (w,t)\{§ + ỵiÈẢ-ÂÊ)) w,t)y 


(5,5) 


Mặt khác, theo định nghĩa của trị trung bình, ta có: 

dA 1-^,^ dA 


dt '' ’ b t/í 

So sánh (5.5) với ( 5.6) và sử dụng (5.1) ta được 

dt dt 


(5,6) 


(5.7) 


Phương trình (5.7) chính là biểu thức đạo hàm theo thời gian của toán tử 
A. Phương trình này còn được gọi là phương trình chuyển động Heisenberg. 
Đối với số hạng thứ hai ta ký hiệu như sau: 


ụHẢ-ẦB) = ụH,Ầ] = {H,Ầ] 

và được gọi là móc Poisson lượng tử. Lúc đó (5.7) trở thành: 

dẦ dẦ y - 


(5.8) 


(5,9) 


Trong trường hỢp đại lượng động lực A không phụ thuộc tường minh vào 
thời gian, nghĩa là ^ = 0 thì đạo hàm của toán tử Ả theo thời gian chỉ đơn 
giản bằng móc Poisson lượng tử của toán tử A và H, khi đó (5.9) có dạng đơn 
giản: 

d.Ầ - - 

(5.10) 


§ 3 PHƯƠNG TRÌNH CHUYÊN ĐỘNG TRONG cơ LƯỢNG 
TỬ. ĐỊNH LÝ ERENEEST 

Phương trình (5.10) có dạng tương tự như trong cơ học cổ điển 


dA rrr /n 


(5.11) 
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trong đó [H,A] là móc Poisson cổ điển và có dạng: 

r.. .n ^{dHdA ÕAdH 


(5.12) 


dpi dxi 

Từ phương trình này ta có thể tìm được phương trình chuyển động trong cơ 
học cổ điển. Thật vậy, cho A = X, ta được: 

dH dx dx dH dH 


— ^\Hx}^ _ 

dt dp dx dp dx 


Cho A = p ta được: 


dp ĨJ^ ] 

dt dp dx dp dx 


dp 


dH 

dx 


(5.13) 


(5.14) 


Tương tự như trong cơ học cổ điển, phương trình (5.9) xác định sự biến 
thiên theo thời gian của đại lượng động lực A tương ứng với toán tử Â. Nếu 
các đại lượng động lực đang xét là toạ độ và xung lượng của hạt thì ta sẽ được 
các phương trình chuyển động như sau: 


_ (ừ 

— — ịH,x\ và 
dt ^ 


dỷx 

dt 


{ớ.p.}. 


(5.15) 


Từ hai phương trình này ta có thể tìm được các phương trình diễn tả sự 
thay đổi theo thời gian của giá trị trung bình của tọa độ và xung lượng, thể 
hiện bằng định lý Erentest với nội dung như sau: 

Các phương trĩnh chuyển động trong cơ lượng tử có dạng như trong cơ cổ điển 
trong đó ta thay đại lượng hằng trị trung bình, cụ thể như sau: 

+ Trong cơ cổ điển: 

dpa 


_ P^ 

— — — và 
dt m 


dt 




dUx 

dx 


_ _ -X 

—X = — va 


A - p - 
dC = = 


+ Trong cơ lượng tử 

d _ p 

—X — - 

dt m 

Bây giờ ta sẽ chứng minh định lý Erentest. 
Theo (5.1) ta có: 

d_ dx ,^,dx,^, 

--X ^ ^ /\]/ zA \]/\ 

dt dt dt 


dUx 

dx 


(5.16) 


(5.17) 


(5.18) 
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vá 


ịrị='Ế^ = m‘^Ịím. 
dr^ dt ^ ' dt' '' 


(5.19) 


Từ phương trình chuyển động Heisenberg, ta có dạng của dx/dt như sau: 




x\. 


(5.20) 


Tính giao hoán tử [H,x], với H — pị/2m + U{x) ta được 
[H,x\ — {—ih)px/m, thay vào phương trình (5.20), ta được: 


dậ^ _Px 
dt m 


(5.21) 


Tương tự, ta tính được: 

dệx dU (x) 
dt dx 

Thay biểu thức đạo hàm của toán tử X vào (5.18), ta được: 


(5.22) 


d_ dx Px 


(5.23) 


Tương tự, thay biểu thức đạo hàm của toán tử ệx vào (5.19), ta được: 


1 ,. = 1 * 1 ., = 

Như vậy đạo hàm theo thời gian của trị trung bình của toạ độ bằng trị trung 
bình của xung lượng chia cho khối lượng của hạt. Đạo hàm theo thời gian của 
trị trung bình của xung lượng bằng trị trung bình của lực. Từ đó ta thấy rằng 
trong cơ học lượng tử, các trị trung bình của toạ độ và xung lượng của hạt 
cũng như lực tác dụng lên nó liên hệ với nhau bởi những phương trình tương 
tự như trong cơ học cổ điển. Nói cách khác đối với một hạt chuyển động, các trị 
trung bình của của các đại lượng trong cơ học lượng tử biến thiên như những 
giá trị thực của chúng trong cơ cổ điển. Định lý Erenlest đã được chứng minh. 

Ví dụ 3.1: 

Một hạt dao động điều hòa có điện tích g > 0 và khối lượng m, đặt trong 
một điện trường Eq cos ujt. 
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a) Tính dx/dt, dp/dt, dE/dt. 

b) Giải phương trình cho dx/dt, từ đó tìm x{t) khi biết x(0) = xq. 

Lời giải 

a) Theo phương trình Heisenberg, ta có: 

—X — 

dt m 


(5.25) 


d 


^ [ồ, ỷx] = ^ [^kx‘^ + qEqx cos Lưt, Px] = -kx - qEo cos Lưt. (5.26) 


d_ 

dt 


ị _ QỊỊ 

H — — —qEnuxsm-ut. 

^ dt dt ^ 


b) Đạo hàm theo thời gian biểu thức (5.25) và sử dụng (5.26), ta được: 


dE m dt 
Phương trình này cho nghiệm là: 


đ? _ 1 d _ k _ qẼQ 

X — - -Px — - X — -—- cos out. 

m m 


(5.27) 


(5.28) 


k 


qẼQ 


x(í) = x(0) cos 


m 


muj 


(5.29) 


với A là hằng số được xác định từ điều kiện đầu, Vì x(0) = Xo, nên ta được 
v4 = 0, từ đó 


x{t) — XqCOS I \ —tị — -—^ 
\ ỵ m ì mu 


sincưí. 


(5.30) 


§ 4 TÍCH PHÂN CHUYÊN ĐỘNG VÀ CÁC ĐỊNH LUẬT BẢO 
TOÀN 

4.1 TÍCH PHÂN CHUYỂN ĐỘNG 


Tương tự như cơ học cổ điển, trong cơ học lượng tử đại lượng động lực A 

được gọi là tích phân chuyển động nếu —A — 0 hay — = 0. Theo phương 

dt dt 

trình chuyển động Heisenberg ta thấy rằng A là một tích phân chuyển động khi: 


dÂ 

~dt 


+ ị.[H,Â]^0. 


(5.31) 
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Để (5.31) được nghiệm đúng thì: 

dẦ - - 

^ = 0 và (5.32) 

Như vậy, điều kiện để một đại lượng động lực là tích phân chuyển động là 
đại lượng động lực đó không phụ thuộc tường minh vào thời gian và toán tử 
tương ứng giao hoán với toán tử Hamilton. Ta sẽ chứng minh tính chất sau của 
tích phân chuyển động: 

Nếu A là một tích phân chuyển động thì xác suất w{an,t) h:ng với một giá 
trị ttn nào đó A tại thời điểm t không phụ thuộc thời gian. 

Thật vậy, vì hai toán tử H Yầ A giao hoán với nhau nên chúng có chung hàm 
riêng. Gọi 'ộn{ĩ^ là hàm riêng này, ta viết phương trình trị riêng của H Yầ A 
như sau: 

Ầĩpn{r^ = và Ồĩị)n{N) = Enĩpnir) ■ (5.33) 

Khai triển một trạng thái bất kỳ tl/(r,í) theo các hàm riêng lư được: 

T„(f, í) = ^ Cn'0n(r)e"*^"^/'^, (5.34) 

n 

hay: 

Tn(r,í) = ^c„(í)V^n(rO, trong đó Cn{t) = (5.35) 

n 

Xác suất đo giá trị Un là: 

w{an) = |Cn(í)|^ = |Cn(0)|^ = const. 

Điều đó có nghĩa là xác suất đo a„ không phụ thuộc thời gian. 

4.2 TÍNH ĐỐI XỨNG CỦA KHÔNG GIAN, THỜI GIAN VÀ 
CÁC ĐỊNH LUẬT BẢO TOÀN 

Cơ học lượng tử cũng có tất cả các định luật bảo toàn như cơ học cổ điển. 

Ngoài ra, nó còn bao gồm cả các định luật bảo toàn không có tiền lệ trong cơ 
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học cổ điển như: bảo toàn chẵn lẻ, bảo toàn tính đối xứng, bảo toàn spin... Khi 
một đại lượng động lực là tích phân chuyển động thì nó tuân theo định luật 
bảo toàn. Ta sẽ lần lượt xét các định luật sau: 
a) Định luật bảo toàn xung lượng 

Định luật này liên quan đến tính đồng nhất của không gian. Vì không gian 
là đồng nhất nên tính chất vật lý của một hệ kín không thay đổi qua một phép 
biến đổi tịnh tiến hệ coi như một tổng thể. Vì tính chất của hệ lượng tử được 
xác định bởi toán tử Hamilton của nó, nên tính đồng nhất của không gian thể 
hiện ở chỗ toán tử Hamilton bất biến đối với mọi phép biến đổi tịnh tiến. Nếu 
ta xét một phép biến đổi tịnh tiến một khoảng rất nhỏ ỗr và gọi là toán tử 
tịnh tiến thì toán tử H sẽ giao hoán với toán tử Tsợ, nghĩa là [H, — 0. 

Dạng của toán tử có thể được xác định như sau: Theo định nghĩa của 
toán tử tịnh tiến thì: 


Tsrệ{ri,r 2 , ••• Vat) = 'ệỢi + ổr, r 2 + ổr,..., rV + ổf). (5.36) 

Khai triển hàm sóng ở vế phải của (5.36) 

^ d , 

'ộ{ri + Ổr,r2 + ổr, ...,riv + ỗr) = '0(ri,r2, ...,riv) + ổr ^V^(ri,r2, ...,rAr) + ... 

N 

= (1 + ốr Vj)V^(ri, r2,..., r)v...)- 

ỉ=l 

Vậy: 

N 

2)5f=(l + ổr^Vi). (5.37) 

Ỉ=1 

Thay dạng của toán tử vào giao hoán tử [i7, = 0, ta được: 

[{1 + ôtỴ^ V.), ồ] = 0 ^ [Ê, Y, Vil = 0. (5.38) 

ỉ ỉ 

Vì toán tử xung lượng của hệ có dạng: 

N N 

p = ^Pi = 

i=l 


(5.39) 
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nên hệ thức (5.38) trở thành [ồ, P] — 0. Toán tử p giao hoán với toán tử 
Hamilton nên xung lượng của hệ bảo toàn. Vậy ta kết luận rằng tính đồng nhất 
của không gian liên quan đến sự bảo toàn xung lượng. 

b) Định luật bảo toàn mômen xung lượng 


Định luật này liên quan đến tính đẳng 
hướng của không gian. Vì không gian là 
đẳng hướng nên tính chất vật lý của một 
hệ không đổi theo mọi phương, về mặt vật 
lý, điều đó có nghĩa là Hamiltonian của hệ 
giao hoán với toán tử quay một góc nhỏ 
ô(p. Gọi là toán tử quay thì (Hình 

5.1): 



Hình 5.1: Sự quay một góc ỗíp tương 
ứng với sự thay đổi vectơ fi một đoạn 
ôfi. 


^ 2 ,..., Gv) = '0(ri + Ỗri,r 2 + 0X2, •••, rv + ỗxn)- (5.40) 


Khai triển hàm sóng ở vế phải của (5.40) 


'ộ{ri + Ỗri,r2 + Ôr2, ■■■,rN + ỗtn) = '0(ri,r2, ...,r)v) + '^ỗp-^ĩp{ri,r2, ■■■,rN) + ••• 

i=i 


N 

= (1 + ^ ỗriVi)'ộ{ri,r 2 ,..., Gv-..)- 

Ỉ=1 


Vì: ỎXị — Ô0 A r), nên 


N N 

Ls^^l + '^{00 A fi)Vi) = 1 + ỗ(p{fi A Vi). 

i=l 


(5.41) 


N 

[Ồ,^(r-.A V)] = 0. 

i=l 


Do [p[, Lỹ^] — 0, nên 
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Vì toán tử mômen xung lượng của hệ có dạng: 

N ^ N 

í:=^I = ^KaVì), (5,42) 

i=l 

nên [H, L] = 0. Toán tử L giao hoán với toán tử Hamilton nên mômen xung 
lượng của hệ bảo toàn. Từ đó ta kết luận rằng tính đẳng hướng của không gian 
liên quan đến sự bảo toàn mômen xung lượng. 

c) Định luật bảo toàn năng lượng 

Định luật này liên quan đến tính đồng nhất của thời gian. Điều này có nghĩa 
là các định luật chuyển động của hệ không phụ thuộc vào việc chọn gốc thời 
gian. Ta gọi Vst là toán tử tịnh tiến thời gian một khoảng bé ỗt và được xác 
định bởi hệ thức: 

V5íT(x,í) = + ỗt). 

Thực hiện khai triển: 

.......... ỡ 

^{x,t + ỗt) = {1 + ỗt—)^{x,t). (5.43) 

C/ L 

Như vậy, toán tử Vst có dạng: 

u = l + áik. (5.44) 

Vì toán tử Vst phải giao hoán với toán tử Hamilton, nên ta tìm được dH/dt — 0. 
Mặt khác vì toán tử năng lượng giao hoán với chính nó nên ta suy ra dH/dt — 0. 
Như vậy năng lượng được bảo toàn. 

d) Định luật bảo toàn chẵn lẻ 

Định luật bảo toàn chẵn lẻ liên quan đến tính nghịch đảo của không gian. 
Đây là phép biến đổi làm thay đổi dấu của toạ độ không gian của hạt: 

X —7- —x; y —y; 0 —7- —2;. 

Như vậy trong phép biến đổi không gian thì hệ toạ độ phải biến thành hệ tọa 
độ trái. Nếu gọi toán tử nghịch đảo là I thì ta có: 

ĩ'ộ{x, y, z) = 'ộ{-x, -y, -z). 


(5.45) 
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Toán tử Hamilton của một hệ kín bất kỳ là bất biến đối với phép biến đổi nghịch 
đảo. Tính bất biến này cũng đúng cho một hệ ở trong trường ngoài đối xứng 
xuyên tâm, nếu tâm đối xứng là tâm của trường. Như vậy ta có: [iJ, 1] — 0. 

Ta xác định trị riêng của toán tử nghịch đảo. Muốn vậy, ta hãy tác dụng 
toán tử I lên cả 2 vế của phương trình (5.45): 

P'iỊj{x, y, z) = ĩ'ộ{-x, -y, -z) = '0(x, y, z). 

Theo phương trình trị riêng: 

P'ộ{x,y,z) = ứ'ộ{x,y,z) 

ta thấy toán tử I có trị riêng là / = ±1. Như vậy khi tác dụng toán tử I lên 
hàm sóng thì ta có thể có hai trường hỢp: 

ĩ'iỊj{x, y, z) = +'0(-x, -y, -z), 

hoặc 

ĩ'iỊj{x, y, z) = -'ộ{-x, -y, -z). 

Ta gọi hàm sóng trong trường hỢp đầu là hàm chẵn và trường hỢp sau là hàm 
lẻ. Từ hệ thức [77,7] = 0, ta đi đến kết luận là tính chẵn lẻ của hàm sóng là 
một tích phân chuyển động. Định luật bảo toàn chẵn lẻ có thể phát biểu như 
sau: 

Khi một hệ kín có số chẵn ỉẻ xác định thì số chẵn lẻ đó không đổi theo thời 
gian. 


§ 5 TÓM TẮT CHƯƠNG 5 

• Sự thay đổi của đại lượng động lực theo thời gian được biểu diễn bởi sự 
thay đổi trị trung bình trong phép đo các đại lượng đó theo thời gian. 

• Đạo hàm của trị trung bình theo thời gian được biểu diễn qua đạo hàm 
của toán tử theo thời gian, được mô tả bởi phương trình Heisenberg. 
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• Các định luật bảo toàn trong cơ lượng tử cũng tương tự như trong cơ cổ 
điển, nhưng được giải thích theo quan điểm lượng tử với vai trò của toán 
tử Hamilton và các tính chất cơ bản của không gian và thời gian. 

• Ngoài các đại lượng động lực được bảo toàn đã biết như trong cơ cổ điển, 
trong cơ lượng tử còn có các định luật bảo toàn mới, như định luật bảo 
toàn chẵn lẻ, bảo toàn mômen toàn phần... 

§ 6 BÀI TẬP CHƯƠNG 5 

1. Chứng minh rằng đạo hàm theo thời gian của tổng và tích hai toán tử 
cũng tuân theo quy luật giống như đạo hàm của tổng và tích hai hàm số 
thông thường. 

2. Hạt chuyển động trong trường thế ư(x), Hãy chứng minh các hệ thức sau: 

ắ(^^) ^ {xpx+Pxx)/m 

b) ịixpx) = {Pỉ)/m + 

c) ắ(Ể) = -(P^^ + ^P^)- 

3. Chứng tỏ rằng trị trung bình của xung lượng của hạt ở trạng thái dừng 
thì bằng không. 

4. Chứng minh rằng trị trung bình của đạo hàm theo thời gian của một đại 
lượng vật lý không phụ thuộc tường minh vào thời gian trong trạng thái 
dừng thuộc phổ gián đoạn thì bằng 0. 

5. Đối với hạt chuyển động tự do một chiều theo trục X, các đại lượng nào 
sau đây là các tích phân chuyển động: năng lượng, xung lượng, hình chiếu 
momen xung lượng lên trục X {Lx) và momen toàn phần L^. 

6. Toán tử Hamilton của hạt mang điện chuyển động trong điện từ trường 
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có dạng: 

trong đó A là thế vectơ, m là khối lượng của hạt. 

(a) Tìm toán tử vận tốc của hạt. 

(b) Thiết lập các hệ thức giao hoán giữa các toán tử thành phần vận tốc. 

HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 


1. Dùng hệ thức đạo hàm của tổng và tích hai toán tử: 

hi + é = k(i + B) +'[H.i + â]. 


ịẦỖ=ị 

dt di 
Suy ra hệ thức cần chứng minh là: 




d , - -, dẢ dB 

ị(ẦÊ) = Vồ + iỆ 

dt ^ dt dt 

2. Sử dụng quy tắc đạo hàm của tích hai toán tử như bài 1), sau đó áp dụng 

phương trình chuyển động Heisenberg đối với — và —^ 

dt dt 

3. Sử dụng công thức tính trị trung bình — {ĩP{x)\ịSx'Ộ{x)). 

Vì: Px — = {mi/h)[Hx — xH], thay vào biểu thức của p^ rồi áp dụng 

tính chất Hermite của toán tử H, ta được: 

IV = {imE/h){{'ộ\x'ộ) — {'ộịxĩp)} — 0 


4. Gọi A là đại lượng vật lý đang xét, ta có biểu thức của trị trung bình của 
đạo hàm của A: 

^ ^ ^ {ỉ/ĩĩ)(ýn\[H,Â]'ộny 



160 


Chương 5. Sự thay đối các đại lượng động lực theo thời gian 


Khai triển móc [H,A\, áp dụng tính chất Hermite của toán tử H rồi áp 
dụng phương trình trị riêng của toán tử H\ HĩỊjn — ta được: 

fỊ Á j 7 ^ / ^ ^ \ 

^ = ^((V^n^n) - (V^n^n)) = 0. 


5. Vì các đại lượng đã cho không phụ thuộc tường minh vào thời gian, nên 
để chứng minh chúng là các tích phân chuyển động ta chỉ cần chứng minh 
toán tử tương ứng với chúng giao hoán với toán tử Hamilton, nghĩa là: 

= 0; [Ù, Ì,]; [Ù, Ù] = 0, trong đó ồ = PV2m. 


a) Vì [H^px] — 0 nên năng lượng là 1 tích phân chuyển động. 

b) [H,px] — ^[pị-,'Px] = 0 => xung lượng là 1 tích phân chuyển động. 


c) [ấ, 4] = {ỹPz - zpy] = ^ {[pị, {ỳp, - ZPy)Ỷj 


^ (tò, ỳPz\ - [pI, ZPyỶ) • 


(5.46) 


2m 

Sử dụng các tính chất của giao hoán tử và các công thức: 


ịEj ĩ Ek — 0 


, ta suy ra Lx là 1 tích phân chuyển động. 

d) [Ẻ, ờ] = Eịpị, [LI + L-ị - p)] = ^ (bl iỉl + [Ổ. ữl + bl ừl). 
Thực hiện phép tính các giao hoán tử trên, ta được: 

[Ể, 4] = 0; tó, 4] = 0; tó, 4] ^ 0- 

Vì vậy ữ không phải là 1 tích phân chuyển động. 

6. Toán tử Hamilton của hạt mang điện chuyển động trong điện từ trường 
có dạng: 



6. Bài tập Chương 5 


161 


(a) Toán tử vận tốc được tính theo công thức: V — ^[H,f\, thay toán tử 
H vào và tính ra, ta được: 

m V c / 

b) Tính hệ thức giao hoán giữa các thành phần vận tốc ta được: 

ỉhe , V r iĩĩe , V r iĩĩe 

[Vx,Vy\ = -^rot^A; [Vy,Vz\ = -^rotxA' [Vz,Vx\ = -^rotyA. 

m^c m^c m^c 



Chương 6 

Chuyển động của hạt trong trường 
xuyên tâm 


§ MỤC TIÊU CỦA CHƯƠNG 

• Mục tiêu của chương này là giải phương trình Schrodingercủa hạt trong 
trường xuyên tâm với hệ tọa độ sử dụng là hệ tọa độ cầu. Bài toán thực tế ứng 
với trường hỢp này là bài toán nguyên tử Hydro và các ion tương tự. Các tính 
chất của năng lượng và hàm sóng của electron trong nguyên tử Hydro sẽ được 
khảo sát một cách chi tiết. 

• Sau khi học xong chương này, sinh viên sẽ nắm được cách giải phương 
trình trị riêng của toán tử hình chiếu mô-men xung lượng lên trục 0 , của toán 
tử mô-men toàn phần và của toán tử năng lượng. Sinh viên cũng sẽ giải được 
các bài toán liên quan đến xung lượng, năng lượng và hàm sóng của electron 
trong nguyên tử Hydro. 

§ 1 CÁC ĐẶC ĐIỂM CỦA CHUYỂN ĐỘNG CỦA HẠT TRONG 
TRƯỜNG XUYÊN TÂM 

1.1 KHÁI NIỆM TRƯỜNG XUYÊN TÂM 

Một trường lực được gọi là đối xứng xuyên tâm khi lực tác dụng tại một 
điểm trong trường thỏa mãn các điều kiện sau: 

(1) Đi qua một điểm cố định gọi là tâm của trường. 
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(2) Thế năng ứng với lực chỉ phụ thuộc vào khoảng cách từ hạt đến tâm 
trường. 

Khi nghiên cứu chuyển động của hạt trong trường xuyên tâm có một đại 
lượng động lực đóng vai trò rất quan trọng đó là mô-men xung lượng. Trước 
khi khảo sát chi tiết ta cần nghiên cứu cụ thể toán tử momen xung lượng. 

1.2 TOÁN TỬ MÔ-MEN XUNG LƯỢNG 


Để thuận tiện cho việc khảo sát ta dùng toạ độ cầu. Ta quan tâm đến hai 
thành phần cơ bản của toán tử mô-men xung lượng hay còn gọi là mô-men góc 
(angular momentum), đó là toán tử hình chiếu mô-men Lỵ và toán tử mô-men 
toàn phần L^. 

Trong Chương II, ta đã biết toán tử Lz có dạng Lz — —ìĨĨqộ với trị riêng 
Lz — mh, tương ứng với hàm riêng ĩprniộ) — đó m = 0, ±1, ±2,... 

Bây giờ ta tìm hàm riêng và trị riêng của toán tử bình phương mô-men xung 
lượng. Trong toạ độ cầu dạng của toán tử này là: 




2m 




với Aqộ là phần góc của toán tử Laplace và có dạng: 

. 1 d ... d . 

sin 9 d9 d9 sin 9 dọ^ 

Ta dễ dàng chứng minh được [Lz, = 0, nghĩa là các toán tử Lz và giao 
hoán với nhau, vì vậy chúng có chung một hàm riêng chung, ta gọi hàm này là 

'ộm- 

a) Trị riêng của toán tử Lp". 

Trước hết, ta đưa ra hai toán tử bậc thang (ladder operator) có dạng sau: 


Lj^ — L^ ~\~ ỉLy va Z/_ — L^ — xLy. 


(6.2) 
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Ta dễ dàng chứng minh được các hệ thức dưới đây: 


[L+, L_] — 2hLz, 

(6,3) 

[Lz, L±] = ±hL±, 

(6.4) 

ư = L±L^ + LIt ĩiLz. 

(6.5) 


Tác dụng hệ thức toán tử [Lỵ, L±] — ±hL± lên hàm 'ệm, ta được: 

{L — (T^Z/2;)'?/^rn i ỉỉL±^ĩị)^ Z/2;— L^i^L^'Ộ^ỴỊ^ i ĩii^L^-ip^^. 

Từ phương trình trị riêng Lz'ộrn — lĩiĩĩi^m-, ta tính được: 

Lz{L±'ệm) = (m ± 1)^L±'0^. (6.6) 

Trong phương trình (6.6), số hạng L±ĩỊ)m là hàm riêng của toán tử Lỵ ứng với 
trị riêng (m ± l)h. Từ đó ta thấy toán tử L± tác dụng lên hàm ĩỊjm làm cho trị 
riêng của toán tử thay đổi một đơn vị của h: mh —7> (m ± 1)^. Như vậy ta 
có thể viết: 

L+ĩprn = constV ^^+1 và L^^ộrn = constV^^_i. 

Toán tử L+ vì thế được gọi là toán tử nâng (raising operator), trong lúc đó toán 
tử L_ được gọi là toán tử hạ (lowering operator). Vì trị riêng của một toán tử 
là hữu hạn nên giá trị m phải hữu hạn. Giả sử ta đặt {m)max — thì L^'Ộ£ — 0. 
Bây giờ ta cho tác dụng của toán tử L^ lên hàm ĩỊj£ 

L‘^ĩp£ — L_Lj^ĩỊ)£ + L‘ị'ip£ + hLz'ip£ — {MYĩỊj£ + h‘^£'Ộ£ — ĩ?£{£ + l)'ip£. (6.7) 

Phương trình (6.7) chính là phương trình trị riêng của toán tử ứng với hàm 
riêng 'Ip£. Như vậy, trị riêng của toán tử là 

L‘^^h^£ự+l), với ^-0,1,2... (6.8) 

Ta thấy rằng, ứng với 1 giá trị của i thì có nhiều giá trị của m nhưng giá trị 
cực đại của m thì bằng i, như vậy m — 0, ±1, ±2,... ± i, tất cả có {2i + 1) giá 
trị. 
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Ví dụ 1.2.1: 

Toán tử bậc thang L± tác dụng lên hàm fp cho kết quả sau: 

f fm _ Ảtn fm±l 

^±Ji — h 

Tìm AỴ^ từ điều kiện chuẩn hóa. 

Lời giải: 

Trước hết ta chứng minh {L±y — Lip. 

Ta tính tích vô hướng: 

{f\L±g) = {f\Lx9) ± i{f\Lyg) = {Lxf\g) ± i{Lyf\g) 

= {{L:,TiLy)f\g) = (^t/Iỡ), , vì vậy (L±)^ = L^. 

Điều kiện chuẩn hóa: 

/ f xm\ f fm\ _ / Am fm±l I /tm fm±l\ _ I /im|2 / fm±-l I /m±l\ _ I /im|2 

\^±ĨỊ. \^±ĩí ) — \^ẻ ĩl \-^í j£ ) — I \j£ \j£ ) — \-^Ì I • 

Vì (L±)t = nên điều kiện chuẩn hóa có thể viết lại như sau: 

{L±fr\L±fr) = ( 6 . 9 ) 

Sử dụng hệ thức (6.5) ta được: L±L^ — ư — hL^ Thay vào phương trình 
(6.9), ta được: 

(/riMi/n = {fT\{L^ - LlTnL,)fT) 

= {fr\[ĩi^^ự + 1) - T ) (6.10) 

= h^[i{i + 1) — m{m ± mfr\fD — + 1) — m{m ± 1)]. 

So sánh (6.9) và (6.10), ta được: AỸ — hựĩĩỊ + 1) — m{m ± 1). 
b) Hàm riêng của toán tử ư 

Ta đã biết toán tử Lz, toán tử ữ giao hoán với nhau, vì vậy chúng có hàm 
riêng chung. Đây là một hàm điều hòa cầu có dạng phụ thuộc vào góc 9 và góc 
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ộ. Ta ký hiệu hàm này là Y£m{ỡ.,ộ). Phương trình trị riêng của toán tử và 
Lỵ là: 

L^Yt„(e,ộ) = f?i(i+-í)Yi„(e,ộ), (6.11) 

LíYi„{êệ) = mhYi„^{eệ). (6.12) 

Vì Lỵ chỉ phụ thuộc vào góc ộ nên hàm riêng Y£m{0, ộ) bằng tích của hai hàm 
phụ thuộc vào 2 biến 0 vầ ộ riêng biệt: 

Y,miO,ệ)^eUO)<ỉ>m{ệ). (6.13) 

Để tìm dạng cụ thể của YimiO, ậ) ta tìm dạng của 0£m(^) vì dạng của ^rn{ậ) — 

_ÍQÌmệ 

V 27r 

Thay dạng của ư" vào (6.11), ta được: 

-H^^»,t.YtmiS, <p) = f?iụ + ĩ-)Yfra(6, ộ), 


Ae.ự.Ye„(0, ậ) + lự + \)Yi^(e, ậ) = 0. 

Thay dạng của phần góc của toán tử Laplace vào phương trình trên, ta được 

d> ỡ / . ,Ỡ0\ , 0 Ỡ2d> .„ _ 

■——( sinớ^ + 


sinớỡớV deJ smHdậ^ 


+ iự + i)e^ = 0 . 


Vì d> = (l/\/^)e*"^‘^ nên d>” = —m^d>. Thay vào (6.14) ta được: 


1 d 
sin 9 39 


Để giải phương trình (6.15) ta dùng phương pháp đổi biến số: 

^ ỡ . ^ ỡ n ' " 

Đặt X — cos9, lúc đó ^ — sinớ^, phương trình (6.15) trở thành: 

39 dx 

. ^ dO 1 ^ 

(1 — X ) „ — 2x—— + i[i + 1) — --^ 0 = 0. 

dx^ dx L 1 — x^J 

So sánh với phương trình cho đa thức Legendre liên kết: 


(6.14) 


ẳ(™''§) + (^<^+^ si)®*''* = “■ 


(6.16) 


- .^)^ - + [.(.+ 1) - ^],(x) = 0. (6.17) 
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Ta thấy 0(ớ) có dạng là một đa thức Legendre liên kết: 

e{e) = pr{co.ff) = (1 - cos^«)M/2M^g)), (6.18) 

trong đó P£{cos9) là đa thức Legendre được xác định bởi công thức Rodrigues 


Pg{cos 0) 


1 ể 
2^ũ dx^ 


Vậy: 


• ự. 

(6.19) 

^imệ 

(6.20) 


Hằng số Cgm trong (6.20) được xác định từ điều kiện trực chuẩn của hàm Ygm' 

(Yỵ(0,ệ)yYrie,ệ)sin0dêdậ = (6.21) 

Dùng điều kiện trực giao của đa thức Legendre liên kết: 

r . . . 2 + 

P7(cosd)Pf (cos^) sìĩiOdậ ^ ^2^ + 1) ự - 

ta tìm được 

(™ > 0). (6.23) 

Từ đó ta được dạng tổng quát của hàm cầu chuẩn hóa với các giá trị của i, m 
xác định: 

Ytje,ệ) = (-ir^Ị(2^^ỸjẸ^Pr(cos0)e'’"'l’ (m>0). (6.24) 

Ta đã tìm được trị riêng của toán tử phụ thuộc vào lượng tử m và trị 
riêng của toán tử phụ thuộc vào lượng tử £, trong đó = 0,1,2,...và £ > 
m, còn m — 0,±1,±2,... ± £. Như vậy với một giá trị của t thì có 21^ + 1 
giá trị của m. về mặt vật lý, điều này có nghĩa là ứng với một giá trị xác 
định của bình phương mô-men xung lượng thì hình chiếu của nó lên trục 0 
có 21^ + 1 giá trị. Vì trục z được định hướng một cách bất kỳ nên với một 
giá trị của ữ thì hình chiếu của mô-men xung lượng lên trục X hoặc trục 
y cũng có 21^ + 1 giá trị. Khi £ — Q, thì ữ — 0, và Lx — Ly — Lz — 0. 
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Đó cũng là trạng thái duy nhất mà các 
hình chiếu mô-men đồng thời xác định 
và hàm riêng chung của của 3 toán 
tử hình chiếu mô-men góc lên ba trục 
x,y,z là một hằng số loo = (47r)“^/^. 
Hình 6.1 minh họa quan hệ giữa độ 
lớn mô-men xung L và hình chiếu của 
nó lên trục 0 khi í — 2. 

Bảng sau đây là một vài dạng của 
hàm cầu với = 0,1, 2: 



Hình 6.1: Biểu diễn sơ đồ vectơ mô-men xung 
lượng L và hình chiếu Lz đối với trường hỢp 
£ = 2,m = 0,±1,±2 


Dạng Hàm cảu trong hệ 
tọa độ cầu 



Dạng Hàni cảu trong hệ 
tọa độ Descartes 

V.. -. /X 

= Viiĩ 


n,±i 


r,,0 = 


/ 3 r 

V An r 




= í 


Ị ^ x±iy 

V Stt /• 



/ 5 3 r--/" 

V lÓTĨ /•“ 


> 2 , ± 1 = si n d cos 0 

V oTĨ 

Yi,±2 = \/ :;ừ^sin"d 

’ V32;r 


^ _ fT 5 x~-y~± 2 ixy 

= - 
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Ví dụ 1.2.2: 

Hạt chuyển động với hàm sóng 

'iị){x, y, z) — N{x + y + (6.25) 

trong đó N là hệ số chuẩn hóa, a là một thông số. Tìm xác suất để phép đo các 
giá trị của và Lz cho kết quả: 

(a) L2 L, - 0; 

(b) ữ = 2h\ L, = h] 

(c) ữ = 2h\ L, = -h. 

Lời giải: 

Từ hệ thức liên hệ giữa tọa độ Descartes và tọa độ cầu 

X — r sin 9 cos ộ, y — r sin 6 sin ộ, 
z — r cos ộ, r‘^ — x‘^ + y‘^ + z^, 

ta viết lại dạng của hàm sóng (6.25) như sau: 

ĩl^{r, 9, ậ) — V[sin ớ(cos ộ + sin ậ) + cos 9]re~'^ . 

Đặt ĩp{r,9,ộ) — R{r)T{9,ộ), trong đó 

R(r) = 

T{9, ộ) = a(,mYỊ^{9, ộ) — sinớcos^ + sin ớ sin ự) + cos 9. 

£,m 

Hệ số a£m được xác định từ biểu thức: 

aem =< £m\T{9,ộ>) = J{YỊ^ỴT{9,ệ)d9dệ. 

Sử dụng tính chất của hàm cầu, ta có thể chứng minh được: 

ne,ệ) = \/f[)ưr‘-ư)-^ưr’ + ư)i + \/fư 

= ^[(I+i)Y£^ - (ĩ - i)Yỉ + ự2Yĩ]. 
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Để tính xác suất ta phải chuẩn hóa hàm T{9,ậ). Ký hiệu hàm chuẩn hóa là 
T '(ớ, ộ) — /3T{0, ộ), ta được 

ạ2 Ị x*Tdedệ = /^^^(2 + 2 + 2) = 47r/32 = 1^/3 = l/ỰỊ^. 

Các giá trị xác suất được tính như sau: 

(a) Đối với = 2h^ và L;j = 0, nghĩa là ^ = 1, m = 0, ta có: 

1 ^ ^ 1 

«.1,0=|<1,0|T'>P= (6.26) 

(b) Đối với = 21Ỷ và Lỵ — h, nghĩa là t’ = 1, m = 1, ta có: 


tci,! = I < 1,1|T' > |2 = - 


l-i\^ 1 


(6.27) 


(c) Đối với = 2h^ và Lz — —h, nghĩa là t’ == 1, m = — 1, ta có: 


' ^ |2 


tci-i = I < 1, -l\T ' > 


1 + z ^ 1 


1.3 CÁC ĐẶC ĐIẾM CỦA HẠT CHUYÊN ĐỘNG CỦA HẠT 
TRONG TRƯỜNG XUYÊN TÂM 


Ta nghiên cứu các đặc điểm chuyển động của hạt khối lượng ịi trong trường 
xuyên tâm với thế năng u — U{r). Hamitonian của hạt ở trạng thái dừng là: 


^ Uj 


(6.28) 


Trong (6.28) để khỏi nhầm với số lượng tử m ta ký hiệu khối lượng của hạt là 
ịi. Dạng của toán tử Laplace trong hệ toạ độ cầu là: 


1 \ 2 ^ / 2 ^ \ , A 

ựdd’’ õd+y 


(6.29) 


Thay vào biểu thức của Hamiltonian trong (6.28), ta được: 


H = 


(6.30) 
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Từ dạng của toán tử Hamiltion trong (6.30), ta dễ dàng chứng minh được 
rằng toán tử H giao hoán với toán tử Lz và ữ. Như vậy, các hệ mô tả bởi 
Hamiltonian dạng (6.30) có thể ở trong các trạng thái dừng có giá trị xác định 
của năng lượng, bình phương mô-men xung lượng và hình chiếu của mô-men 
xung lượng. Mặt khác, theo Chương 5 ta thấy rằng mô-men xung lượng {ữ và 
Lz) của hạt trong trường xuyên tâm là các tích phân chuyển động. Đây chính 
là hệ quả của tính đối xứng cầu của trường xuyên tâm. 

§ 2 PHƯƠNG TRÌNH SCHRODINGER CỦA HẠT TRONG TRƯỜNG 
XUYÊN TÂM 

2.1 PHƯƠNG TRÌNH BÁN KÍNH VÀ PHƯƠNG TRÌNH GÓC 

Phương trình Schrodinger của hạt ở trạng thái dừng là: 

A?/;(r, 9,ậ) + '^[E -U (r)]V^(r, d, ậ) = 0. (6.31) 

Thay (6.29) vào (6.31) ta được phương trình: 

0, ậ)) + ^^e,ệ'ệ{r, e,ậ) + ‘^[E-U (r)]V^(r, e, ậ) = 0. (6.32) 

Do biến số r độc lập với hai biến số 9, ộ nên hàm sóng ĩỊj{r, 9, ộ) có thể viết dưới 
dạng: 

t{r,0,ệ) = R(r)Y(0,ệ), (6.33) 

trong đó hàm R{r) chỉ phụ thuộc bán kính nên được gọi là hàm bán kính hoặc 
hàm xuyên tâm, còn hàm Y{9,(Ị)) phụ thuộc vào hai góc 9 Yầ ộ nên được gọi 
là hàm góc. Thay dạng của hàm sóng trong (6.33) vào phương trình (6.32) ta 
được: 

ềír + U(r)]R{r)Y(0, ệ) = 0. 

(6.34) 
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Chia hai vế của (6.34) cho R{r)Y{0,ậ), ta được 


R{r) [dr 


d f 2dR{r))\ 2ịiR 


dr 




[E - U{r)]R{r) 


Ae,ộY{0, ệ) 

Y{e,ậ) 


a 


Từ đó ta được hai phương trình: 


d_ 

dr 


,dR{r) 


dr 


+ "^[E - U{r)]R(r) = aR(r). 


-Ae,^,Y(0,ệ) = aY{0,ệ). 


const. 

(6.35) 

(6.36) 

(6.37) 


Phương trình (6.36) được gọi là phương trình bán kính, còn phương trình 
(6.37) được gọi là phương trình góc. Ta để ý rằng nếu nhân phương trình 
(6.37) cho thì nó chính là phương trình trị riêng của toán tử từ đó ta suy 
ra a = £{£ + 1). Thay giá trị này vào phương trình bán kính ta được: 

odRirỴ 


d 

dr 


dr 


-[ e - u { t )- yy ^ ]fi(>-) = 0. 




2ịiY 


(6.38) 


Như vậy, để giải phương trình Schrodinger của hạt trong trường xuyên tâm với 
ba biến số (r, ớ, ộ), ta chỉ cần giải phương trình bán kính (6.38) với một biến r 
duy nhất. 

Phương trình bán kính phụ thuộc vào dạng của thế năng u (r) và chỉ giải 
được khi biết dạng cụ thể của nó. Phương trình này chứa số lượng tử quỹ đạo 
£, mà không chứa số lượng tử từ m. Như vậy, nghiệm của phương trình (6.38) 
là năng lượng E và hàm bán kính R{r) chỉ phụ thuộc vào £ mà không phụ thuộc 
m. 


2.2 KHẢO SÁT PHƯƠNG TRÌNH BÁN KÍNH 


Để giải phương trình bán kính (6.38), ta đặt: R{r) — u{r)/r. Lúc đó phương 
trình này trở thành: 


cRu{r) 2ịx 

dY ^ lY 


£{£ + !)- 

2ịiY 


E - U{r) 


u{r) = 0. 


(6.39) 



2. Phương trình Schrodinger của hạt trong trường xuyên tâm 


173 


Nếu đặt 


rr + 1 ) 

(6.40) 

là thế năng hiệu dụng thì phương 
trình (6.39) trở thành: 



d^uir) n / N 

-^ + ^[E-U^ịị]u{r) = {). 

(6.41) 

Thế năng hiệu dụng chứa thế 
xuyên tâm u (r) và thế ly tâm hoặc 
thế đẩy í{í + l)^^/2/tr^, ứng với 
các giá trị mô-men động lượng nhất định. Như sẽ thấy ở phần sau, trong trường 
hỢp nguyên tử Hydro thì u (r) là thế Coulomb gây ra bởi lực hút giữa electron 
và hạt nhân. Chú ý rằng phương trình (6.41) có dạng giống như phương trình 
Schrodinger của hạt chuyển động một chiều có khối lượng ỊI. Điều khác nhau là 
ở chỗ, trong phương trình (6.41) biến r không thể có giá trị âm mà biến thiên 
từ r = 0 đến r = +(X). Điều này đòi hỏi hàm sóng ^^(r, d, ộ) phải hữu hạn trong 
miền biến thiên của r. Nếu n(0) hữu hạn thì rR{r) phải triệt tiêu tại r = 0, 
nghĩa là 


Hình 6.2: Thế hiệu dụng Ueff = ư(r) + h?£{£ + 
1)/(2^C). u{r) là thế hấp dẫn xuyên tâm, h?i{Ế + 
là thế ly tâm (thế đẩy). 


Iini[ri7(r)] = n(0) = 0. 

r—>-0 


(6.42) 


Như vậy, để cho phương trình (6.41) tương đương với phương trình của 
chuyển động một chiều ta phải giả sử rằng thế năng của hạt là thế năng hiệu 
dụng Ueff{r) cho trường hỢp r > 0 và một thế năng vô hạn khi r < 0 (Hình 
6 . 2 ). 
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§ 3 BÀI TOÁN NGUYÊN TỬ HYDRO VÀ CÁC lON TƯƠNG 
Tự 

Một trường hỢp riêng quan trọng của chuyển động trong trường xuyên 
tâm là chuyển động của electron trong nguyên tử Hydro và các ion tương tự 
...YY... về mặt nguyên tắc, đây là bài toán hệ hai hạt (electron với 
điện tích —e, khối lượng rUe = 9.10~^^kg; hạt nhân với điện tích Ze, khối lượng 
M = Zmp, với nĩp — 1, tương tác nhau bằng thế Coulomb (trong hệ 

CCS): U{r) = -ZeVr. 

Vì khối lượng của hạt nhân rất lớn so với khối lượng của electron nên bài 
toán này có thể quy về bài toán một hạt, đó là chuyển động của electron trong 
trường Coulomb của hạt nhân đứng yên (ta thay ịi — rUe). Để giải bài toán này 
ta chỉ cần giải phương trình (6.39) với thế năng có dạng thế Coulomb 


(fu{r) ^ 2me Zé^ k?í{í + 1) 




n? L 


E + 


2mpr‘^ 


u{r) — 0. 


(6.43) 


3.1 GIÁ TRỊ ÂM CỦA NĂNG LƯỢNG CỦA ELECTRON TRONG 
NGUYÊN TỬ 


Ta khảo sát ý nghĩa của thế năng hiệu dụng trong phương trình bán kính 
Ze^ 


(6.41): t/eff - , ^2 

r Ầnier 

Trước hết, ta xét giá trị của nó trong các trường hỢp đặc biệt: 

+ Khi r bé thì: ƯQỈÍ — + l)/2mer^ > 0, nếu r —^ 0 thì Ueíĩ — ^ oo, 

+ Khi r lớn thì: Ỉ7eff = —Ze^/r < 0, nếu r ^ (X) thì Ueii —^ 0. 

Sự thay đổi của t/eff theo r có thể biểu diễn bằng đồ thị ở Hình 6.3. 

Từ đồ thị của Ỉ7eff theo r ta thấy: 

(i) Nếu E > 0 thì hạt chuyển động từ vô cùng đến, phản xạ tại biên rồi lại đi 


xa vô cùng. 

(ii) Nếu E < 0 hạt sẽ chuyển động trong giới hạn trong khoảng Ta và tb- 
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Trường hỢp (i) ứng với chuyển động ra 
xa vô cùng. Trường hỢp (ii) ứng với hạt 
chuyển động trong hố thế giới hạn bởi Ta 
Yầ tb- Như vậy bài toán chuyển động của 
electron trong nguyên tử tương ứng với 
bài toán chuyển động của nó trong hố thế 
1 chiều với năng lượng âm. 





3.2 NĂNG LƯỢNG VÀ HÀM 

SÓNG ỴÀ CỦẠ ELECTRON TRỌNG^^^’^^ biến thiên của thế năng hiệu 

NGUYỆN TỬ HYDRO VÀ CÁC dụng theo bán kính. 
lON TƯỜNG Tự 


Bây giờ ta sẽ giải phương trình (6.43) cho electron trong nguyên tử Hydro và 
các ion tương tự trong trường hỢp năng lượng âm. Muốn vậy, ta dùng phương 
pháp đổi biến số. 

Đặt X — 2Ar với = —2mE/h^, từ đó 

d dx d 2A 
dr dr dx dx 


Qua một số phép biến đổi sơ cấp, phương trình (6.43) trở thành: 


đ?‘u{x) 

dx'^ 


+ 


1 , ^ 
7 H 

4 X 


iự + iy 

x^ 


u{x) = 0, 


(6.44) 


trong đó ta đã đặt: A — Zè^\Ị2\E\, với lưu ý \E\ — —E. 

Ta xét nghiệm tiệm cận của (6.44): 

+ Khi r —)■ oo nghĩa là khi X —)■ oo thì (6.44) có dạng tiệm cận: 

ư”oo-1^00 = 0, (6.45) 


trong đó để đơn giản ta đã ký hiệu: đ?u/dx‘^ — u". Phương trình này có nghiệm: 


Uqo 
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Do điều kiện giới nội của hàm sóng, ta chọn UoQ — e 
+ Khi r —7- 0, nghĩa là hạt tiến về tâm, phương trình (6.44) trở thành: 

//, , iự+1) , , ^ 

Uq{x) -- Uo{x) = 0. 

x^ 

Nghiệm của phương trình có dạng: Uo{x) — x^. Để tìm số mũ s, ta thay Uq{x) và 
Uq{x) vào phương trình trên ta tìm được 02 giá trị của s là: Si = + 1; «2 = 

Do điều kiện giới nội của hàm sóng ta chọn s = + 1, từ đó: uq{x) — 

Trong trường hỢp tổng quát, nghiệm của (6.44) có dạng: 

u{x) — e~^^‘^x^^^v{x), (6.46) 

trong đó v(x) là một hàm cần tìm. 

Để thỏa mãn điều kiện giới nội của hàm sóng, hàm v{x) phải hữu hạn khi 
r —7- 0, còn khi r — 7- (X) thì v{x) —7- (X) không nhanh hơn một đa thức của X. 
Thay w”(x),n(x) vào (6.44) ta được: 

xn” (x) + [2(t’ + 1) — x\v{x) + [A — [i + l)]n(x) = 0. (6.47) 

Theo lý thuyết của phương trình vi phân, nghiệm của phương trình này có dạng 
chuỗi: 

oo 

v{x) = aỵX^. 
k—0 

Tính các đạo hàm ^'(x), n” (x) rồi thay vào (6.47) ta được công thức truy toán 

A-ự+l)-k 
“ “(A; + 1)[Ả; +2(^+1)]“^' 

Điều kiện giới nội của hàm sóng 'ilj{r,9,(Ị)) dẫn đến điều kiện giới nội của hàm 
bán kính R{r) hay hàm u{r), nghĩa là hàm v{x) trong (6.46) phải giới nội. Để 
cho v{x) hữu hạn, ta phải ngắt chuỗi tại một số hạng nào đó, nghĩa là nó phải 
trở thành một đa thức. Giả sử ta chọn bậc của đa thức là rir thì = 0. Từ 
đó: 


A — (t^ T 1) — ĩlr — 0 —y A — T 1 T ĩlr — 


(6.48) 
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với n là các số nguyên dương và được gọi là số lượng tử chính. Biểu thức (6.48) 
cho ta tìm được công thức tính năng lượng: 

^ meé^z‘^ 1 

Từ biểu thức trên ta thấy năng lượng của electron trong nguyên tử Hydro 
và các ion tương tự bị lượng tử hoá và phụ thuộc vào số lượng tử chính n. Giá 
trị năng lượng nhỏ nhất Ei ứng với trạng thái cơ bản của electron. Các trạng 
thái ứng với n > 1 được gọi là các trạng thái kích thích. 

Bây giờ, ta tìm hàm sóng ứng với giá trị năng lượng En- Hàm sóng này chính 
là nghiệm của phương trình Schrodinger (6.31). Theo (6.33) ta có: 'iỊj{r,9,(Ị)) — 
ĩi{r)yim{9, ậ), trong đó ậ) chính là hàm cầu có dạng (6.20). Hàm R{r) là 

nghiệm của phương trình bán kính (6.38). 

Ta đã đặt R{r) — u{r)/r, với u{r) là nghiệm của phương trình (6.39) và có dạng 
(6.46), trong đó v{x) là nghiệm của phương trình (6.47). So sánh phương trình 
này với phương trình cho đa thức Laguerre liên kết: 

(PLiíx) r ■ . - ,dLi(x) ,, X 

^ + b' + 1 - = 0- 

Ta thấy v(x) có dạng là một đa thức Laguerre nếu: 

2(£ + 1) = j + 1 vầ k — n + £. 



Như vậy: 


v(x) = Liỵ(x). 


Thay v(x) vào (6.46) và chuyển về lại biến r ta được: 

= (6.50) 

Hệ số An£ được xác định từ điều kiện chuẩn hoá: \Rn£{r)\‘^r^dr — 1. 

Thay dạng của Rni vào (6.50) và dùng điều kiện trực giao của đa thức Laguerre 
liên kết ta tìm được: 

_ ^ ị {n-£-l)\Z^ 

77.2 y [(n + t’)!]3aQ 


(6.51) 
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Trong các biểu thức trên ta đã sử dụng đại lượng ao — Ĩĩ?Imeê^ được gọi là 
bán kính Bohr thứ nhất. Sau đây là một vài dạng của hàm bán kính Rni{r) cho 
trường hỢp nguyên tử Hydro z — 

R,,(r) = iỈ 2 l(r) = 

R^ịr) = 1 f 1 - R,,(r) = -4= fl - 

a/^Õq V 2aoy Oa/ỖÕq V bao/ \SaoJ 

RnQ(r) = - (-ị - — ^ p-r/Sao ^ _ ị _ í 41^ p-^/3ao 

3^3^ V 3ao + 27a2yl" 9^^ V3«o7 

(6.52) 

Với dạng của hàm cầu và hàm bán kính đã biết, ta sẽ viết được dạng của hàm 
sóng ứng với các giá trị cụ thể của các số lượng tử n, i, m. 

3.3 KẾT LUẬN VỀ BÀI TOÁN NGUYÊN TỬ HYDRO VÀ CÁC 
lON TƯỜNG Tư 


a) Sự lượng tử hóa năng lượng 

Theo công thức (6.50) năng lượng của electron chỉ phụ thuộc vào số nguyên 
n. Ta có thể viết lại công thức năng lượng như sau: 

En — —R^ trong ảố R— là hằng số Ridberg (6.53) 


Vì n có các giá trị khả dĩ là 1,2,3... nên năng lượng có giá trị gián đoạn, 
nghĩa là bị lượng tử hóa. Hình 6.3 biểu diễn sơ đồ mức năng lượng của electron 
trong nguyên tử Hydro {Z — 1). Khi n — 1 thì U = —13, 55 eU. 

Khi n tăng thì giá trị âm của năng lượng giảm dần. Giá trị năng lượng E — {) 
ứng với n — oo. Giá trị năng lượng U > 0 ứng với trường hỢp electron bị bứt 
ra khỏi nguyên tử và trở thành electron tự do, lúc đó năng lượng biến thiên 
liên tục. Dựa vào sơ đồ năng lượng trên ta cũng có thể giải thích sự tạo thành 
quang phổ vạch của nguyên tử Hydro, điều mà lý thuyết Bohr về nguyên tử 
Hydro đã đưa ra trước khi có cơ học lượng tử (Hình 6.4). 


r/3ao 
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Vùng nảng lư<jrng liên tục 



L\maji 


Hình 6.4: Sơ đồ mức năng lượng của electron có thể giải thích sự hình thành quang phổ vạch 
của nguyên tử Hydro 


h) Sự suy hiến của năng lượng 

Năng lượng của electron trong nguyên tử Hydro và các ion tương tự En 
tương ứng với hàm sóng 'ộn£m{r,0,ậ) — Rn£{r)Y£m{0,ậ). Đây là hàm sóng mô 
tả trạng thái nguyên tử có năng lượng và mô-men động lượng xác định. Vì ứng 
với một giá trị của n có một số giá trị của £ và m, nên ứng với một giá trị năng 
lượng En sẽ có một số hàm sóng 'ện£m{r,0,ậ). Ta nói năng lượng của electron 
trong nguyên tử bị suy biến. Bậc suy biến gn có thể được tính như sau: 

Một giá trị của n tương ứng với n giá trị của £ {£ — 0,1, ...n — 1), trong lúc 
đó ứng với một giá trị của sẽ có 2^^+ 1 giá trị của m (m — 0, ±1, ±2,...). Như 
vậy, số giá trị của m ứng với một giá trị xác định của n sẽ là số hàm sóng ứng 
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với một giá trị năng lượng, nghĩa là bậc suy biến. 

n—1 

= ^{2Í + 1) = 1 + 3 + 5 ... (2n - 1) = (1 + 2n - l)n/2 = nl (6.54) 

í=ữ 

§ 4 Sự PHÂN BỐ ELECTRON TRONG NGUYÊN TỬ HYDRO 
VÀ CÁC lON TƯƠNG Tự 

Mật độ xác suất tìm electron chung 
quanh hạt nhân nguyên tử tại một điểm 
có toạ độ (r, là: "Ị 


Pním{r, 0, ậ) = |'0n£m(r, ớ, ậ)\‘^ . (6.55) 


rúnddó 


e 


Xác suất để tìm electron trong phần tử ^P^í/Íl 

thể tích dv tại lân cận điểm {r,9,ậ) có V 

toạ độ ở trong khoảng r — r + dr;0 y 

'x 

9 + dO; ộ ^ ộ + dộ là: dWnim{r, 9, ộ) = Pntmir, 9, ộ)dV = 9, ộ)\^dV. 

Vì trong toạ độ cầu dV — r^dr sin 9d9dậ, nên: 

dWnUr,0,ộ) = \Rni{r)\h^dr.Yr{9,ậ)\^dQ, 

với dQ — sm9d9dậ là phần tử góc khối. 

Như vậy xác suất tìm electron trong nguyên tử được tách thành hai số hạng 
độc lập: số hạng thứ nhất chỉ phụ thuộc vào bán kính r mô tả xác suất tìm hạt 
theo bán kính; số hạng thứ hai phụ thuộc vào hai góc 9 vầ ộ mô tả sự phân bố 
của electron theo hướng. Sau đây ta sẽ khảo sát hai loại xác suất này. 

4.1 Sự PHÂN BỐ ELECTRON THEO BÁN KÍNH 

Bây giờ ta tìm mật độ xác suất tìm hạt trong khoảng bán kính từ r —)■ r + dr 
nghĩa là ta xét lớp cầu có bề dày dr. Xác suất tìm electron lúc đó bằng: 


dWni{r)^\Rne{r)\^r^dr [ \Y,^{9,ộ)\^dQ. 

Jíi 


(6.56) 
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Hình 6.5: Sự phụ thuộc của Pní{T~) vào bán kính ứng với các trạng thái khác nhau. 


Do điều kiện chuẩn hoá của hàm cầu Yp{0, ộ) nên tích phân theo góc ở (6.56) 
bằng đơn vị, từ đó công thức tính mật độ xác suất tìm hạt theo bán bính sẽ là 

Pní{r) = ^ \Rní{r)\^r‘^- (6.57) 

Từ (6.57) ta thấy mật độ xác suất tìm electron theo bán kính là một hàm 
của bán kính r và phụ thuộc vào 2 số lượng tử n và í. Đây là lý do vì sao ta nói 
electron trong nguyên tử ở trên các lớp vỏ điện tử khác nhau (n khác nhau). 
Thay biểu thức của hàm bán kính ứng với các giá trị cụ thể của n vh í vào 
(6.57) ta sẽ được biểu thức của Pníir) ứng với các trạng thái khác nhau của 
electron. 

Chẳng hạn, ở trạng thái cơ bản Is (n = — 0) hàm bán kính Rio{r) là 

Rw(r) = 

Do đó, mật độ xác suất theo (6.57) có dạng: 

Pio{r) = |i?io(r)P = 4(Z/ao)Ve"2^’'/“°. (6.58) 

Hàm này có một cực đại tại r — tto/^. Đối với nguyên tử Hydro (Z=l) thì 
r = tto, nghĩa là ở trạng thái cơ bản, xác suất tìm electron là cực đại tại vị trí 
cách hạt nhân một khoảng bằng bán kính Bohr thứ nhất. Đối với các trạng thái 
có n >2 thì đường cong phân bố mật độ xác suất cổ n — i cực đại (Hình 6.5). 


Ví dụ 3.1: 
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(a) Tìm giá trị của bán kính r để mật độ xác suất tìm electron theo bán 
kính trong nguyên tử Hydro ở trạng thái 2p là lớn nhất. 

(b) Tìm trị trung bình của r ở trạng thái 2p đối với nguyên tử Hydro và so 
sánh với giá trị của r ở câu a). Giải thích kết quả nhận được? 

Lời giải: 

Mật độ xác suất tìm electron ở trạng thái 2p {n — 2,i — 1) là 


P2i{r) = |i?2l(r)|V^ 


(6.59) 


trong đó hàm bán kính R 2 ĩ{r) — re“^/^“°/A/24ãQ. Thay vào (6.59) rồi lấy đạo 
hàm theo r và cho bằng không ta tìm được: Tmax — 4ao- 
(b) Trị trung bình của r ở trạng thái 2p là 


poo -1 poo 

r-a = Ị rfíỉiiỈ2i<ÍK = ^ y 


với lưu ý là dVr — r^dr, tính 
Ta thấy Tmax ở câu a) và f 2 i ở đây khác 
nhau. Lý do là ở chỗ đường cong của mật 
độ xác suất tìm hạt theo bán kính ở trạng 
thái 2p (hàm P2i(ĩ’) trong đồ thị của Hình 
6.5 không đối xứng qua đỉnh cực đại, vì 
vậy mặc dù xác suất tìm electron lớn 
nhất là ở 4ao nhưng giá trị trung bình 
trong phép đo vị trí này là 5ao. 

4.2 Sự PHÂN BỐ ELECTRON 
THEO Gỏc 



Bây giờ ta tìm mật độ xác suất tìm 
electron theo góc, nghĩa là theo các hướng 
của không gian, trong trường hỢp bán 


f = 2, = 0 ỉss 2, /fị s 

Hình 6.6: Sự phụ thuộc theo góc của mật 
độ xác suất tìm electron trong nguyên tử 
Hydro. 
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kính trải dài từ 0 đến oo. Xác suất tìm 
electron trong trường hỢp này sẽ bằng: 

poo 

dWi„(e,ộ) = \YỊ"{e,ộ)\'’-dn \R^{r)\Vdr. ( 6 . 60 ) 

Jo 

Do điều kiện chuẩn hoá của hàm bán kính Rníiv) nên tích phân theo bán kính 
ở (6.60) bằng đơn vị, từ đó công thức tính mật độ xác suất tìm electron theo 
góc sẽ là: 

pae.ệ) = = \Yr(6,<!>)?■ ( 6 . 61 ) 

Thay biểu thức của hàm cầu với các giá trị cụ thể của ^ và m ta sẽ được 
biểu thức của ứng với các trạng thái khác nhau của electron. Chẳng 

hạn, ở trạng thái cơ bản, n = 1, = 0, m = 0, hàm cầu Yqq — I/a/ĨŨ do đó 

mật độ xác suất trong trường hỢp này không phụ thuộc vào góc. Các đồ thị ở 
hình Hình 6.6 biểu diễn sự phân bố xác suất theo góc ứng với một số trạng 
thái khác nhau. 

Kết hỢp phân bố xác suất theo bán kính và theo góc ta được sự phân bố xác 
suất của electron trong không gian chung quanh hạt nhân của nguyên tử. Hình 
6.7 biểu diễn hàm phân bố xác suất toàn phần Pnim{r, ậ) — \'ộním{f', 9, 

§ 5 TÓM TẮT CHƯƠNG 6 

• Trong hệ tọa độ cầu, toán tử hình chiếu mô-men xung lượng và toán tử 
mô-men toàn phần có trị riêng gián đoạn. Trị riêng của Lg phụ thuộc vào 
số lượng tử từ m, trị riêng của toán tử phụ thuộc vào số lượng tử quỹ 
đạo i. 

• Bằng phương pháp phân ly biến số, ta có thể quy bài toán giải phương 
trình Schrodinger trong trường xuyên tâm về bài toán giải phương trình 
bán kính. 

• Giải phương trình Schrodinger cho nguyên tử Hydro ta đi đến kết quả là 
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Hình 6.7: Sự phân bố xác suất của electron trong nguyên tử Hydro ở các trạng thái khác 
nhau (ứng với tập các số lượng tử khác nhau). 


electron trong nguyên tử Hydro có giá trị âm và bị lượng tử hóa. Xác suất 
tìm electron chung quanh hạt nhân nguyên tử phụ thuộc vào trạng thái, 
từ đó ta đi đến hình ảnh các đám mây điện tử, biểu diễn vị trí của electron 
trong nguyên tử Hydro nói riêng và các nguyên tử khác nói chung. 

§ 6 BÀI TẬP CHƯƠNG 6 

1. Đạt: T_|_ — ~i~ ỉLy va L— — Lx — 

Chứng minh các hệ thức sau: 

[T_|_, L—\ — 2hL;Ị', [Lz, L±\ — :^hL±', — T_T_|_ + + ìĩLỵ 

2. Tìm trị riêng và hàm riêng chuẩn hoá của toán tử L^. 


3. Tìm trị trung bình của ư ứng với trạng thái 'iỊj{9,(Ị)) — Asinớcos^ 


6. Bài tập Chương 6 
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4. Hàm sóng electron trong nguyên tử Hydro ở trạng thái cơ bản có dạng: 

ớ, ậ) — Tìm hệ số chuẩn hóa A và các trị trung bình của r và 

J.2 

5. Một hạt ở trạng thái có các số lượng tử = 1; m = 0. Tính xác suất để 
hạt nằm trong hình nón có trục đối xứng là Oz và có góc hỢp bởi đường 
sinh và trục Oz là 7r/4.. 

6. Hàm sóng của electron trong nguyên tử Hydro tại thời điểm í = 0 có dạng: 

^/^(r, 0) = —j={2'iị)iQQ + 'ỉ/^210 + 'v/2'*/^2ii + 'v/3'*/^2i-i)- 

(a) Tìm trị trung bình của năng lượng. 

(b) Tìm xác suất tìm electron ở khoảng cm kể từ tâm. 

7. Hàm sóng chuẩn hoá của nguyên tử đồng dạng Hydro ở trạng thái cơ bản 
là: ìỊj — Aexp{—/3r) ; trong đó A và /5 là hằng số. Chứng minh: 

a) /3 — ZỊaQ. 

b) Năng lượng E — —Z‘^Eq, trong đó Eo — nieé^/2fĩ?. 

c) Trị trung bình của thế năng và động năng lần lượt là 2E và -E. 

d) Trị trung bình của r là r = ‘ồao/2Z. 

HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 

1. a) Đặt: L_|_ — Lx + iLy và L_ — Lx — iLy. 

+ [L+, L_] — [Lx + iLy, Lx — iLy]. Sử dụng hệ thức giao hoán giữa các toán 
tử hình chiếu mô-men xung lượng ta được biểu thức cần chứng minh. 

b) Ta chỉ cần chứng minh [Lg, L_|_] = +^L_|_. 

c) Trước hết ta tính tích: 

L_|_L_ = {Lx + iLy)[Lx — iLy) — -\- L‘ị -\- hLỵ (*) 

Sử dụng hệ thức: 

[T_|_, T_] = 2hLỵ Lj^L— — Z/_Z/_|_ + 2hLz (**). 
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So sánh (*) và (**), ta được: 

L‘^ + Ly — L_L_|_ + HLị;, hay + Ly + L‘ị — L—L^ + + hLz- 

Để ý hệ thức: Lp' — L‘ị + L‘ị + ta được hệ thức cần chứng minh. 

2. Phương trình trị riêng của toán tử L‘ị là: LlìỊ^^Ộ) — L‘ịìỊj{ậ), 

thay Lĩ — vào, ta được phương trình: ^ — 0) 

—TTo-^ ^ w\ộ) — 0, trong ủó m — 

dọ^ h 

Nghiệm của phương trình là: 'ộ{ậ) — Trị riêng có dạng: L^ — ĩìAĩA. 

Chuẩn hoá hàm sóng ta được: A = \Ị\p2/K. Hàm riêng chuẩn hóa là: 

3. a) Điều kiện chuẩn hoá: sin^ ớ cos^ ( 5 Í)(ií] = 1, trong đó phần tử góc 

khối có dạng: dLl — siĩiOdOdộ. Tính ra, ta được: A — 

b) L2 = f^'ộ*{e,ậ)ừĩl;{e,ậ)dQ, 

thay 

1 ỡ , . „ ỡ , 1 




.sindỡớ^'" d9^ ' sm‘^9dậ‘^ 
và dạng của hàm 'ộ{0, ộ), sau khi tính toán ta được: = 2JA 


4. a) Dùng điều kiện chuẩn hóa hàm sóng trong hệ tọa độ cầu: 

= |H|^ [ [ [ e~‘^''^°'°r‘^drA\ì9d9dệ 

Jr Je Jé 


1 = |H| / / e °r drsìĩi 9d9dậ 

Jr Je Jệ 

poo Í* 7 T p 27 T 

1 = |H|2 / e-2"/“v2dr / sinớdd / dộ. 

Jo Jo Jo 


Tính lần lượt các tích phân: 


+ sin 9d9 — 2 
+ dộ = 27r 

+ Để tính tích phân ta sử dụng công thức: 

/•oo .rv! o , o 3 

J x'^e~^^dx — , tính ra ta được: Như vậy: 
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^/tŨ4 

b) Trị trung bình: f — JyìỊj*r'iỊjdV — \A\‘^ re~‘^^^°‘°r‘^dr Jq SÌĨI9dO dộ, 

tính ra ta được: f — 

Tương tự: = JyìỊj*r‘^ĩỊjdV — |v4p Jq SÌĨI9 d9 dậ — 1, 

tính tích phân này ta được: = SttQ. 


5. 0 trạng thái t’ = 1, m = 0 thì hàm riêng của toán tử có dạng: 



Mật độ xác suất tìm hạt ở trạng thái này là: 


9 3 o 

Pi,0 = |dd,op = ^cos^ớ. 

47r 

Mật độ xác suất này không phụ thuộc vào góc ộ. Như vậy hạt phân bố đối 
xứng qua trục z. Gọi w là xác suất để hạt nằm trong hình nón có trục đối 
xứng Oz và có góc hỢp bởi đường sinh và trục Oz là 7r/4 thì: 


^7r/4 p^TT p 

Pifidfl = / dộ 

Jo Jo Jo 

Tính ra ta được: ỊT = (4 — \/2)/8. 


r/4 


COS^ ớsin 9d9. 
Att 


6. (a) Trị trung bình của năng lượng được tính theo công thức 
Ẽ — < ^/^(r, 0)|iy|'?/^(r, 0) > 

— + 'ỉ/^210 + '/^'Ộ2Ĩ1 + VS'Ộ21-l)\ỉĩ\ + 'ỉ/^210 

+ V 2 'ệ 2 ii + y/S'>p 2 i-i)- 

Vi HipỴiiyyi — EjiĩỊjji£jỴi nen 

E = -^{2'lpiQQ + 'lp21Q + V2'lp211 + 21-i)|2-E'iV^100 + E2'lp21ữ 

+ \/2E2'lp2ll + \^E2'iỊJ21-i) 

= 7 x( 4 T'i + £'2 + 2E2 + SE2) — —{AEi + 6E2). 
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Vì E 2 = Ei/A nên E = llEi/20 = -13,6 X 11/20 = -7,48eV. 
(b) Đặt a — 10“^'^ cm. Ta tìm xác suấttìm hạt theo bán kính: 

[ Í 'ộưm'^n£mr‘^drdQ. 

Jq Jíì 

Vì ĩỊ) 

nlm = Rni{r)Yím{0,(ị)) nên 

^ ^ Jo + 6|i?2iRr^o?r. 

Thay dạng của hàm bán kính 

|i?lo|2 ^ l^2ir = — 


24ar ’ 

trong đó tto = 5, 29 X 10_9 cm. Ta thấy rằng a <c tto nên ta có công thức 
gần đúng sau: 

-2r/ao ^ ị _‘ịL p-r/2ao ^ ị _^ 

e ,e , 

ŨQ Zữo 


nên 


p ^ ±r±(^Yr^-,r^l[ 

aoJ 10 /0 


a ^2 


10 do «0 


24a^ 


1 - 


2ao, 


r^dr 


V“V _2Í f“Ỵ 

3 \ ƠQ / 3 y ữo / 


4 6 

ĩõ ^ ĩõ 


1 


a 


1 


a 


120 v ữo 


288 Vữo 


8 /a \3 

^ 3,6 X 10" 

15 Vao/ 


7. + Dùng điều kiện chuẩn hoá 


/ ĩ/j*^dV = 1 . 

Jv 

Thay Ip — Aexp{—/3r) và tính tích phân trong tọa độ cầu với lưu ý: 
dV — r‘^dr SÌĨI9dOdộ, ta tìm được: ^42 = /5^/ư. 

+ Phương trình Schrodinger của nguyên tử có dạng: 

í 


2m 


A + Ỉ7(r) ĩị) — Eĩị), 
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trong đó toán tử Laplace trong hệ toạ độ cầu là: 

thay dạng của A, của ư(r), của ĩỊ) vào phương trình trên và biến đổi ta 
được phương trình sau: 


2a2 




1 




^ 0 - 

2m / r V m 


(6.62) 


Số hạng thứ 2 ở trong ngoặc (...) của phương trình này phải bằng 0, từ 
đó ta được: /3 = mZe^/lỶ — ZỊa{^, với ao — fi?/me^. 

b) Vì số hạng thứ nhất của phương trình (6.62) phải bằng không, nên ta 
được: 

E — —ỉử‘Ị5‘^/2m — .= —Z‘^Eo, với Eq — mé^I2ĨĨ?. 


c) Trị trung bình của thế năng là: 

_ „ /• 'ỵ,p2 

u =< ĩPịUịĩP >= 

Jv r 

tính tích phân này trong toạ độ cầu, ta được: u — 2E. 
Trị trung bình của động năng là: 


T =< ĩỊj\H - U\ĩỊj >=< ĩỊj\Ề\ĩỊj > - < ĩỊj\U\ĩỊj >^E -2E^ -E. 


d) Trị trung bình của r là: 

T — ị re~‘^^'^dV, 

Jv 

tính tích phân này trong hệ toạ độ cầu, ta được: r = 3ao/2Z. 




Chương 7 


Lý thuyêt biêu diên 

§ MỤC TIÊU CỦA CHƯƠNG 

• Mục tiêu của chương này là khảo sát dạng ma trận của cơ lượng tử trong 
đó các đại lượng cơ bản được biểu diễn dưới dạng ma trận. Cách biểu diễn 
này cho phép ta sử dụng đại số tuyến tính để khảo sát cơ lượng tử một cách 
tổng quát hơn, trong đó các vấn đề đã xét trước đây như hàm sóng, toán tử, 
phương trình Schrodinger, phương trình Heisenberg ... đều được viết dưới dạng 
ma trận. 

• Sau khi học xong chương này, sinh viên sẽ nắm được các cách biểu diễn 
khác nhau sử dụng trong cơ lượng tử, trong đó chủ yếu là biểu diễn tọa độ, biểu 
diễn xung lượng và biểu diễn năng lượng. Sinh viên cũng sẽ nắm được lý thuyết 
cơ bản về sự chuyển đổi giữa các biểu diễn khác nhau, đồng thời bước đầu nắm 
được ba cách biểu diễu cơ bản trong cơ lượng tử, đó là biểu diễn Schrodinger, 
biểu diễn Heisenberg và biểu diễn tương tác. 

§ 1 KHÁI NIỆM VỀ BIỂU DIỄN 

Ta đã biết trạng thái của một hệ lượng tử được mô tả bằng hàm sóng T(x, t) 
là một phần tử của không gian Hilbert. Hàm sóng ở đây phụ thuộc vào biến 
số tọa độ và thời gian. Như đã khảo sát ở Chương I, bình phương môđun của 
hàm sóng thì tỉ lệ với mật độ xác suất đo tọa độ của hạt (xác suất tìm hạt) tại 
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thời điểm t. Hàm sóng như trên sẽ là một hàm của tọa độ và ta nói hàm sóng 
đã được cho trong biểu diễn tọa độ hay x-biểu diễn. Ta đã biết dạng của các 
toán tử cơ bản trong biểu diễn này là: 


X^x;px^ Lz = 

ơx 


-th-Ệ-ư = 


(7,1) 


Cách biểu diễn như trên không phải là duy nhất mà còn nhủng cách biểu 
diễn khác trong đó hàm sóng phụ thuộc vào các biến số khác nhau ứng với các 
đại lượng động lực khác nhau. 

Nếu hàm sóng là hàm của biến số xung lượng thì bình phương môđun hàm sóng 
sẽ tỉ lệ với mật độ xác suất đo xung lượng: 


I»j{p)p« pip). 


(7.2) 


Nếu hàm sóng là hàm của biến số năng lượng thì bình phương môđun hàm sóng 
sẽ tỉ lệ với xác suất đo năng lượng: 

\ip{E)\^ 0 íw{E). (7.3) 


Nói chung, nếu hàm sóng phụ thuộc vào một biến số ứng với một đại lượng 
động lực F nào đó thì ta nói hàm sóng được viết trong N-biểu diễn, lúc đó 
ip — p{F). Trong biểu diễn này thì: 

\p{F)Ỹ‘ oc w{F) nếu F có phổ trị riêng gián đoạn C^-4) 


hoặc 


\lp{F)\^ oc p{F) nếu phổ trị riêng của F liên tục. C^-5) 


Trong chương II chúng ta đã biết các hàm riêng của toán tử Hermite F (ứng 
với đại lượng động lực F) tạo thành hệ cơ sở trực chuẩn cho không gian Hilbert 
các hàm sóng và ta có khai triển: 


'ộix) 

'ộix) 


— '^^Cnfn, trường hỢp Ê có phổ trị riêng gián đoạn, 

n 

CfĩỊjfdf, trường hỢp F có phổ trị riêng liên tục. 



(7.6) 

(7.7) 
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Vì fn hoặc ĩỊjf là hệ cơ sở của không gian các hàm sóng {'ộ} nên các hệ số Cn 
hoặc Cf hoàn toàn đủ để xác định hàm sóng 'ộ, nghĩa là đủ để xác định trạng 
thái của hạt. Ta nói rằng tập các hệ số Cn hoặc C/ là hàm sóng trong T-biểu 
diễn. Như vậy, tuỳ theo việc chọn hệ hàm cơ sở mà ta có các biểu diễn khác 
nhau. 

§ 2 BIỂU DIỄN CÁC TRẠNG THÁI LƯỢNG TỬ 

Hàm sóng 'ộ{x) trong x-biểu diễn một trạng thái lượng tử. Ta xét toán tử 
F với phương trình trị riêng: 

Ffn = a„/„. (7.8) 

Khai triển hàm 'ệ theo các hàm riêng fn của toán tử F 

= ỵ2^rifn, (7.9) 

n 

hệ số Cn trong phương trình trên tìm được nhờ điều kiện trực chuẩn của hàm 

riêng fn 

{fm\'ệ) = (/m| = ^c„(/^|/n) = c^. (7.10) 

n n 

Vậy: 

Cn^{fn\'ệ)- (7.11) 

Hệ số Cn hoặc Cf được gọi hàm sóng trong T-biểu diễn. Sau đây, ta xét một vài 
biểu diễn cơ bản trong cơ học lượng tử. 

2.1 BIỂU DIỄN NĂNG LƯỢNG 

Ta xét trường hỢp năng lượng có giá trị gián đoạn, lúc đó hàm riêng của 
toán tử năng lượngđược viết dưới dạng thay vì viết 'ộn như trước đây. 
Khai triển hàm sóng 'ộ{x) theo hàm riêng của toán tử năng lượng ipEn 


n 


(7.12) 
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hệ số c„ trong khai triển (7.12) chính là hàm sóng trong E-biểu diễn. 


c„ = ip(En) = {í/>E„|í/>{x)). 


(7.13) 


Theo ý nghĩa thống kê của hàm sóng thì 


\ip{En)\^ oc w{En), 


với w{En) là xác suất để năng lượng có giá trị En- Điều này phù hỢp với nội 
dung của Tiên đề III. 

Ta tìm điều kiện chuẩn hóa của hàm (p{En) từ điều kiện chuẩn hoá của hàm 
ĩpi^x): {'ộ{x)\ĩp{x)) = 1. Thay khai triển ( 7.12) vào tích vô hướng này, ta được: 


'^ni.Erì)ĩị)rì) 1 ) 

m n 


hay: 


từ đó 


5^7^m(^m)í^n(K)(V'm|'0n) = ^ựrn{Em)^n{En)Ỗnm = 1, 

n,m n,m 


\^n(En)? = 1. 


(7.14) 


Biểu thức (7.14) chính là điều kiện chuẩn hoá của hàm sóng trong E-biểu diễn. 


2.2 BIỂU DIỄN XUNG LƯỢNG 


Khai triển hàm sóng ìỊj{x) theo hàm riêng của toán tử xung lượng 'ộpixỴ. 


ĩỊj{x) 



Cpĩppdp, 


(7.15) 


hệ số Cp — (p{p) trong (7.15) chính là hàm sóng trong biểu diễn xung lượng 
(p-biểu diễn). Theo ý nghĩa thống kê của hàm sóng thì: 


\p{p)\^ oc p{p), 
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trong đó, p{p) là mật độ xác suất đo xung lượng. Điều kiện chuẩn hoá của (p{p) 
được suy từ điều kiện chuẩn hoá của hàm {ĩp{x)\ĩp{x)) = 1. 

Thay khai triển (7.15) vào tích vô hướng này, ta được: 

1 = ( / ụ>{p')i^p'dp'\ íip{p)ệpdp) ^ [ [P*{p')p{p)W'ộp)dp'dp, (7.16) 
J p' Jp J p' J p 


hay: 

[ í p*{p')(p{p)ô{p'-p)dp'dp^l^ [\p{p)\^dp 
J p' J p Jp 

Đây là điều kiện chuẩn hoá của hàm sóng trong p-biểu diễn. 

Ví du 1.1: 


= 1 . 


(7.17) 


Hạt trong giếng thế một chiều vuông góc sâu vô hạn ở trạng thái: 'iỊj{x) — 
Ax{L — x). Tìm hàm sóng trong biểu diễn năng lượng và tính năng lượng trung 
bình của hạt. 


Lời giải: 

Chuẩn hoá hàm sóng 'iỊj{x) — Ax{L — x), ta được A — ^/{SÕJĨÃ). 
Dạng của hàm sóng ĩp{x) trong biểu diễn năng lượng là: 


p{En) —< ĩl^n{x)\'ộ{x) >; trong đó: 'ộn{x) — \/2/Lsin(n7rx/L), 


thay dạng của 2 hàm sóng 'iỊj{x) và 'ộn{x) vào, ta được: 

(p{En) — \/60/L® / {Lx — x^) sin —ị—dx. 

Jo 

Tính tích phân này ta được kết quả: 

(uTr)'^ 

Năng lượng trung bình được tính theo công thức: E — EnWn- Theo ý nghĩa 

n 

thống kê của hàm sóng thì trong E-biểu diễn: \(pn{E)\‘^ — Wn{E), và En — 
n^Tĩ‘^ĩi^/2mL‘^. 

Thay vào, ta được: E — ——. Để ý rằng: , ta tính 

’ mL27r4 ^ ^4 s ^ ^4 90’ 

n=l,3,5 n=l,3,5 

được: E — ) 

mL^ 
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Ví dụ 1.2: 

Trong toạ độ biểu diễn, hàm sóng của hạt có dạng: 'ộ{x) — 

Tìm dạng của hàm sóng này trong biểu diễn xung lượng. 

Lời giải: 

Trong p-biểu diễn, hàm sóng có dạng: (p{p) —< 'ộp{x)\'ộ{x) >, trong đó 

'ộpix) — là hàm riêng của toán tử Px- 

^ ^ y‘2Tĩh 

Thay vào tích vô hướng trên ta được: 

1 i 

^iv) — 7^ / trong đó ta đã ký hiệu Px — p. (7-18) 

27r/ĩ J —OQ 

Theo định nghĩa của hàm delta: 

1 /*°° 

S{p-Po) = iĩ- 

J — oo 

thì phương trình (7.98) trở thành 

^(p) ^ ^^(p-Po)- 

§ 3 BIỂU DIỄN MA TRẬN CỦA TOÁN TỬ 

Như đã biết ở Chương II, phương trình toán tử 

ẦĩỊj — ip ('^•19) 

chuyển hàm 'ệ thành hàm ip. Nếu ta chọn x-biểu diễn thì hàm ĩp Yằ ậỉằ của tọa 
độ, toán tử A phụ thuộc tọa độ và đạo hàm của tọa độ A = A{—ihV,f). Lúc 
đó phương trình (7.19) có dạng (viết trong trường hỢp 1 chiều theo trục x): 

Ă'iỊj{x) — (p{x) (7.20) 

Bây giờ, ta tìm dạng của A trong một biểu diễn bất kỳ, chẳng hạn như trong 
biểu diễn của toán tử F (F-biểu diễn), với phương trình trị riêng: 


Ffn — Fnfn đối với trường hỢp phổ gián đoạn 


(7.21) 
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hoặc 


Fĩpf — Fĩpf đối với trường hỢp phổ liên tục. (7.22) 


3.1 TRƯỜNG HỢP toán tử F có PHỔ trị riêng gián 
ĐOẠN 

Khai triển hàm 'ộ{x) và (p(x) trong (7.20) theo hàm riêng của toán tử F: 

= X^Cn/„; (p{x) = ^òn/n, 


thay vào (7.20) 


^ ^ ^ Cnfn ^ ^ ^nfn 


(7.23) 


Nhân vô hướng hai vế của phương trình (7.23) về bên trái cho fm, ta được: 


{fm\Ầỵ2cnfn) = (/m|^ồn/n)- 


(7.24) 


Hệ thức (7.24) có thể viết lại như sau: 


(fm\Mfn)Cn = ^&n(/m|/n) = bm, 


^ ^ -^mnCn 
n 

trong đó Amn là phần tử ma trận của toán tử A trong F- biểu diễn 


7l„^n = {fm\Ầ\fn) = [ r„^Ầf^dV. 

Jv 


(7.25) 


(7.26) 


Số các phần tử ttmn bằng số hàm riêng của toán tử F. Như vậy, ma trận A là 
một ma trận vuông: 


^ — {■^')mn — (Umn) — Umn 


ttii ai2 
«21 «22 


(7.27) 


«ml «m2 • • • • «r 
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Hệ thức (7.25) được viết dưới dạng khai triển của ma trận như sau: 


ttii ai2 .... ain 


C1 


bi 

«21 «22 •••• «2n 


C2 

= 

b2 

\ «ml «m2 • • • • «mn / 


\ Cn J 


\ brfi Ị 


(7.28) 


Phương trình ma trận (7.28) được viết dưới dạng ma trận thu gọn như sau: 

AC = B, (7.29) 


trong đổ c vầ B là các ma trận cột như đã chỉ ở (7.28). 

Ta chú ý rằng dạng của ma trận A ở (7.27) được cho trong F-biểu diễn. 
Trong trường hỢp F — A (A-biểu diễn) thì ma trận A có dạng chéo. Thật vậy, 
trong A-biểu diễn khi ta thay fn — ttn là hàm riêng của toán tử A thì (7.26) trở 
thành: 

O-mn — (o^m|7l-|ữ:ri) — {oím\(^nOin} — O,n{oím\oín} — Ojn^nm (7.30) 


vậy ma trận A có dạng chéo 






^ tti 0 

.... 0 ^ 




A - 

0 a2 

.... 0 





y 0 0 

.... J 

Ví dụ 3.1: 






Toán tử A, hàm ìỊj và 

(p được biểu diễn bằng ma 


^ 5 

3 + 2i 3i\ 



A = 

—i 

3i 

8 

= 

3 



1 

4 / 


y 2 + 3i J 


(7.31) 


, (^1 = ( 6 -i 5 ) . 


(a) Hãy tính: A\'iỊj), {ip\A\ìỊj). 

(b) Tìm liên hiệp Hermite của A, \'iỊ)) và {ip\. 

(c) Tính {ip\'ộ) và {'ộ\^). Cho nhận xét về kết quả tính được. 
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Lời giải: 

(a) Tính A\'ip) và {íp\A\'ip)\ 

( 5 3 + 2z 3z \ í -1 + i \ / -5 + 17z \ 


AịĩỊ;) = 


—i 3i 8 


17 + 34z 



Vl-Z 

1 

4 J \ 2 + 3i 

) 

\11 + Ui J 




^ 5 

3 + 2z 3z ^ 


(-1 + A 

\ 



= ( 6 -I 5 ) 

—i 

co 

. 

00 


3 

= 59 + 1551. 




z 1 A ) 


y 2 + 3i j 

1 


(b) Tìm liên hiệp Hermite của A, 

\p) và {ip\\ 





1 

( 5 I 1 + z ^ 

\ 



1 

^ 6 ^ 

II 

II 

3 — 2i —3i 

1 

,|z/;)^ = ( -l + z 3 2 + 3z = 

i 

1 

co 

. 

00 


[ 



1 

U/ 


(c) Tính {(p\'ộ) và {'ộ\(p)'. 
{(p\ĩỊj) = ( 6 -i 5 ) 


— 6(—1 + ỉ) + (—ỉ)(3) + 5(2 + 3z) — 4 + 18z, 


\2 + 3i ) 

6 \ 


{ipM = ( -l-i 3 2 - 3Í ) 


l 

V5/ 


= 6(-l + i) + (i)(3) + 5(2 - 3i) = 4 - 18Í 


Ta thấy rằng {ip\'ộ) và {'ộ\^) không bằng nhau, chúng là liên hiệp phức của 
nhau: 

{ĩịj\ip) = {ip\ĩịj)* = 4 - 18z. 


3.2 TRƯỜNG HỢP TOÁN TỬ p có PHổ TRỊ RIÊNG LIÊN 
TUC 


Khi F có phổ trị riêng liên tục thì phương trình trị riêng của F là: 

F'iỊjf{x) — F'iỊjf{x) 
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Khai triển của hàm ĩp{x) và (p{x) trong (7.20) được viết dưới dạng tích phân: 
'ipix) = J Cf'ộf{x)df và ụ){x) = Ị hfĩị)f{x)df, 

thay hai khai triển này vào (7.20), ta được: 

^ J Cf'iỊjf{x)df = Ị bf'iỊjf{x)df. 

Nhân vô hướng hai vế của phương trình trên cho 


hay 


J/^ff'Cfdf ^ bf>, 


(7.32) 


trong đó 

^//' = (7-33) 

là phần tử ma trận của toán tử A trong F-biểu diễn. 

Ví dụ 3.2: 

Tìm dạng của toán tử X và Px trong p-biểu diễn. 

Lời giải: 

Vì ệ có trị riêng liên tục nên ta áp dụng công thức (7.33) để tìm phần tử ma 
trận của X và p\ 

Xpp' = {'ộp\x'ộp). (7.34) 

Ta đã biết hàm riêng của toán tử p (trường hỢp một chiều theo trục x) là: 

1 


'ộpix) 


\/2Tih 


ẠpxỊh. 


, với Px = p. 


Thay hàm này vào hệ thức (7.34) với để ý rằng X = X, ta được: 


Xp'p = {'ộp'x\'ộp) 


2'Kh 
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Nếu để ý đến hệ thức 


ta được 


^ ^ixp/h 

Ì dp 




J-oo dp 

B 1 

^ / —irỉ T ìh ÌTiT.lh 1 


d 1 / 

\i ) dp 27Th y_oo 




Như vậy phần tử ma trận của toán tử X trong p-biểu diễn là: 


Xnf 


pp 


= ^PÌ- 


(7.35) 


Theo hệ thức (7.32) ta có: 

V "" j xppCpdp = -ih Ị -p)cpdp. 

Thực hiện phép tính tích phân từng phần và lưu ý đến điều kiện giới nội của 
hàm sóng, ta được: 

,^d 

bp — Ỉh—Cp bp — xCp. 

dx 

Như vậy, dạng của toán tử tọa độ trong p-biểu diễn là: 


X — ih—. 

dp 


(7.36) 


Tương tự, áp dụng công thức (7.33) ta tìm được dạng của toán tử ệ trong 
p-biểu diễn: 

Pp'p = {'ộp'\P'ộp) = p{'ộp'\'ộp) = pb{p' - p)- 
Từ (7.32), ta được: 

bp' = J Pp'pCpdp = J pỏ{p' - p)cpdp = pCp> 


so sánh với 


bp — pCpi 
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ta được: 

bp = pCp. 

Như vậy, dạng của toán tử xung lượng p trong xung lượng biểu diễn ỉầ p — p. 

§ 4 TRỊ TRUNG BÌNH CỦA MỘT ĐẠI LƯỢNG ĐỘNG Lực 
DƯỚI DẠNG MA TRẬN 


Ta đã biết trong x-biểư diễn, trị trung bình của 1 đại lượng động lực A được 
cho bởi hệ thức: 

Ã — {p{x)\Âp{x)). (7.37) 

Bây giờ ta chuyển hệ thức này sang biểu diễn của một toán tử F bất kỳ. Ta 
khai triển hàm ĩp{x) trong (7.37) theo các hàm riêng của toán tử F và giả sử 
xét trường hỢp F có phổ trị riêng gián đoạn: 


n m 

Thay vào (7.37), ta được: 

-4 = {Cmfm\Â\Cnfn) = ^m{fm\Â\fn)Cn, 
n,m n,m 

hay: 




mnCn- 


(7.38) 


Như vậy, biểu thức của trị trung bình của đại lượng động lực A trong F-biểu 
diễn là một hệ thức ma trận, trong đó Amn tuân theo hệ thức (7.26) còn Cn là 
phần tử của ma trận cột. Hệ thức (7.38) có thể viết lại như sau: 


Ã = 


cỊ 


ttll 

«12 •• 

«ln 


' Ci 

«21 

«22 •• 

«2n 


C2 

\ «ml 

«m2 

«mn / 


\ Cn / 


(7.39) 
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Hay viết dưới dạng tổng quát: 


Ã = C+AC, 


(7.40) 


trong đó C~^ là ma trận liên hỢp Hermite của ma trận c. 


5 PHƯƠNG TRÌNH TRỊ RIÊNG CỦA TOÁN TỬ DƯỚI DẠNG 
MA TRÂN 


Ta xét trường hỢp A có trị riêng liên tục với phương trình trị riêng: 

ẦĩỊja = aĩpa- 


(7.41) 


Ta tìm dạng của phương trình này trong F-biểu diễn (giả sử F có phổ gián 
đoạn). Khai triển hàm 'ệa theo hàm riêng của toán tử fn của toán tử F: 

'ộa — 'y ^ Cnỷn-! 
n 

thay vào (7.41), ta được: 

^ ^ ^ C-nfn — ư ^ ^ Cnfn- 

n n 

Nhân vô hướng hai vế phương trình này cho (/^1 ta được: 

(/m|^ Cn/n) — (/m| ClCnỷn) ; 
n n 

hay 


{fm\Ầfn)Cn = J^a(/m|/n)c„ = 
n n n 

Từ đó ta được phương trình 


mnC-n — OjCfỴi 


E 


ClnmCn — ữCui- 


(7.42) 


Hệ thức (7.42) viết dưới dạng ma trận như sau: 


AC = aư, 


(7.43) 
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hay: 

^ ^ (o-mn Oj^ran)C-Ịi — 0. 

n 

Điều kiện để hệ phương trình này có nghiệm không tầm thường là: 

d6t(ữ^j2 — 0. 

Dạng định thức của phương trình (7.45) là: 


(7.44) 


(7.45) 


ữịị — ữ ữi2 

0-21 022 ^ o 


Oịn 

02n 


= 0 . 


Onl 0 -fi 2 • • • Ofi-fi ữ 

Đây là phương trình đặc trưng hoặc phương trình thế kỷ. Giải phương trình 
này ta được N các trị riêng ai,a 2 ,aỊ...aN- Tập hỢp các trị riêng này được gọi 
là phổ trị riêng của toán tử A. Phương trình này cho ta xác định trị riêng và 
hàm riêng của toán tử A cho dưới dạng ma trận. 

Ví dụ 5.1: 

Ví dụ: Tìm trị riêng và hàm riêng của toán tử A cho dưới dạng ma trận như 
sau: 

' 0 1 
1 0 

Áp dụng phương trình (7.45) ta được: 


A = 


A = 


0 — a 1 
1 0 — a 


= = l=^a = il. 


Như vậy trị riêng của A là ±1. 

Bây giờ ta tìm hàm riêng của A. Thay các giá trị của a vào phương trình (7.43), 
ta được: 


0 1 
1 0 


Ci 

C2 


= ±1 


Cl 

C2 


C2 

Cl 


= ± 


Cl 

C2 
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Như vậy: 

+ Khi a — 1 thì cị — C 2 — a, hàm riêng là một ma trận cột có dạng: c — 



+ Khi a — —1 thì Ci = —C 2 = —a, hàm riêng ỉà: c — a 
const. 


1 

-1 


^ , trong đổ a — 


6 DẠNG MA TRẬN CỦA PHƯƠNG TRÌNH SCHRODINGER 


Ta đã biết dạng của phương trình Schrodinger phụ thuộc thời gian trong 
x-biểu diễn là 

mĩ^ = Hnx,tị (7.46) 

Bây giờ ta chuyển phương trình này sang K-biểu diễn. Muốn vậy, ta khai triển 
hàm d'(x, t) trong (7.46) theo hàm riêng của toán tử F (giả sử F có giá trị gián 
đoạn): 

= ^Cn(í)/„(x), 
n 

thay vào (7.46), ta được 

Ỉ^^X^Cn(í)/n(x) = R^Cn(í)/„(x). 
n n 

Nhân vô hướng phương trình này cho {fm{x)\ ta được: 

Ỉ^^X^C„(í)(/^(x)|/„(x)) = ^{fm{x)\È\fn{x))Cn{t), 
n n 

hay: 

ỉh^Cm{t) = y^^HmnCn{t). (7.47) 

n 

Phương trình (7.47) có thể viết dạng tổng quát: 

2ft4c{ị) = HCịt), 


(7.48) 
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trong đó các phần tử của ma trận H là 

Hmn = {fm{x)\Ồ\fn{x)). (7.49) 

Nếu xét trong E-biểu diễn {F — H) thì trong phần tử ma trận Hmn ở (7.49) 
ta thay hàm riêng fn của toán tử F bằng hàm riêng ipEn của toán tử năng lượng 
ắ: 

Hmn — Era{,X^\Eji'lị) En{,xỴ) — E^ỗỴỴi-Ịi- 

Thay phần tử ma trận F[jnn vào (7.47) ta được: 

Q _^ 

Qị Cj7j(í) ^ ^ -^mCm(^)- (7.50) 

n 

Từ (7.54), ta tìm được hệ số Cm{t) 

Cm{t) = 

Biểu thức này có dạng tương tự như nghiệm của phương trình Schrodinger ở 
trạng thái dừng trong x-biểu diễn: 

'ện{x,t) = '0„(x,O)e"^^"^ 


Ví dụ 6.1: 

Tìm dạng của phương trình Schrodinger phụ thuộc thời gian của hạt tự do 
trong p-biểu diễn và giải phương trình đó. 

Lời giải: 

Sử dụng phương trình (7.46), trong đó toán tử Hamilton của hạt tự do là 

2m ’ 

Khai triển hàm 4/(x,í) theo hàm riêng của toán tử xung lượng 

T(x,í)= [ Cp{t)'ộp{x)dp, 
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thay vào phương trình (7.46) 


Ị Cp{t)ìỊjp{x)dp >, 

p p 

ih^ J Cp{t)ỗ{p - p)dp = y < '^p'\ĩĩ\'^p > Cpdp, 

p p 

d f 

ihịịCp{t) = / Hp>pCp{t)dp. 
p 

Ta tính phần tử ma trận Hpip\ 

oo 

H,, =< >= {-Q = ... 

—CX) 

CX3 

í e-^P'^ey^P^dx^^ỏ{p'-p), 

2m 2Tĩh J 2m 


thay vào phương trình (7.51), ta được: 




lỂi'=Ap'-p)đp = Ềl''^,- 


Cuối cùng, ta được: 


.. ỡ 

—( 

dt ^ 2m 


giải phương trình này ta được: 


(7.51) 


(7.52) 


(7.53) 


Cp{i) = e->’"'''“cp{0). 

§ 7 DẠNG MA TRẬN CỦA PHƯƠNG TRÌNH HEISENBERG 

Ta đã biết dạng của phương trình Heisenberg trong x-biểu diễn là: 

dẦ dẦ i y - 
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Bây giờ ta tìm dạng của phương trình này trong F-biểu diễn (xét trường hỢp 
phổ trị riêng của F là gián đoạn). 

Từ biểu thức của trị trung bình của đại lượng A dưới dạng ma trận: 


-4 = 1 ] 4-4 


mnC-ni 


n,m 

ta lấy đạo hàm biểu thức này theo thời gian: 

— = V ‘Flĩĩl„ + V 'Ỉ7™ + V í:* — 

dt ^ A dt ^ dt ■ 

n,m n,m n,m 


(7.54) 


Theo (7.47) thì: 

^ = (i/th) h„m ^ = (-l/ifi) ỵ^iH^kCkỴ, 

k k 

thay vào (7.54), ta được: 

^ ^ y^X^rnkCkỴ ẢmnCn ~ ^^2 C*m^mnHnkCkj ■ (7.55) 

n,m \ k k / 

Tổng thứ hai trong ngoặc (...) của (7.55) có thể viết lại như sau: 


^ ^ (.^mfcCfc) AfỊifiCfi — ^ ^ CỵH}f^Aỵ 

n,m,k n,m,k 


Nếu hoán vị hai chỉ số k và m thì: 


CkHkmAmnCn — E C,iyiỉỉ^ỵAỵ^Cf^ 


n,m,k 


n,m,k 


Tổng thứ ba trong ngoặc (...) của (7.55) có thể viết khi hoán vị hai chỉ số k và 


n.m.k 


n 

''y ^ CriyiA^^H^ỵCỵ ^ ^ C^A^ỊịHịị^C^^ 

n,m,k 

Như vậy (7.55) có thể viết lại như sau: 

— Ẫ = \^lr* J 

dt 


.55) có thế viết lại như sau: 

A = \ ^ I — dĩ —^ 'y^^ {ỉĩmkAkn ~ AmkHkn 1 j 

n,m \ k ) / 
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n,m ^ ^ ' 


trong đó Yjkĩ^mkMn = {HA)mn- 
Như vậy 


ữ = E4{f + ^[i/,Ai} 

n,m ^ ’ 


Mặt khác, áp dụng công thức 


trong đó 


d ^ dA 
dt dt ’ 


Vc* ^ 

n,m ^ ^ ' 


Từ đây ta có thể suy ra biểu thức của đạo hàm của toán tử A dưới dạng ma 


f dA\ f dA\ i 

u)™„" + 


(7.56) 


Ta khảo sát một trường hỢp riêng quan trọng khi xét dạng của phương trình 
(7.56) trong E-biểu diễn. Lúc đó các phần tử ma trận của toán tử A là: 

Hkn — Ekdkn ) Hmn — Emdmki 

thay vào (7.56) và giả sử toán tử A không phụ thuộc tường minh vào thời gian: 




'y^^{HmkẢ kn -^mkdĩkrì) 


— ^ ^ ^^ {ỉ^mdmk-^kn -^mkỉ^kdkn) 

k 

— (ỉ^m-^mn -^mnE/rì) — 'riEm EAAf 

h h 


(7.57) 


trong đó ÍXImn — gọị gQ 
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§ 8 Sự CHUYỂN BIẾU DIỂN - PHÉP BIẾN ĐỔI đơn nguyên 
8.1 Sự CHUYỂN BIỂU DIỂN 

Trong các phần trên ta đã xét trường hỢp chuyển từ biểu diễn toạ độ sang 
một biểu diễn bất kỳ (F-biểu diễn). Bây giờ ta xét trường hỢp tổng quát khi ta 
chuyển từ một biểu diễn bất kỳ này sang một biểu diễn bất kỳ khác, chẳng hạn 
F-biểu diễn sang G-biểu diễn. Ta ký hiệu hệ hàm riêng tương ứng của hai toán 
tử F vằ G là {fm} và {gn} (giả sử hai toán tử này đều có trị riêng gián đoạn), 
về mặt hình học điều này có nghĩa là ta chuyển từ hệ toạ độ có các vectơ cơ sở 
là {/m} sang hệ toạ độ có vectơ cơ sở là {gn} trong không gian Hilbert. 

Để tìm công thức cho phép chuyển biểu diễn, nghĩa là công thức cho phép 
biến đổi toạ độ, ta khai triển hàm gn theo các hàm /^: 

9n ^ ^ Cmỷniĩ 

m 

trong đó hệ số Cm được tính theo công thức (xem Chương III): 

Cra — (/mlỡn) • 


Đặt Smn = (/mlỡn), ta sẽ đưỢC 

9n 'y ^ ( 7 . 58 ) 

m 

Ta thấy tập hỢp các đại lượng Smn lập thành một ma trận, gọi là ma trận 
biến đổi từ biểu diễn này sang biểu diễn khác, về mặt đại số mỗi phần tử ma 
trận này biểu diễn một phép chiếu của hệ cơ sở fm lên hệ cơ sở khác gn- 

Trước hết, ta xét một số tính chất của ma trận s*. Từ điều kiện trực chuẩn 
của hệ hàm riêng của toán tử c, ta có: 


{9n\9ỉ) — ^ní- 


(7.59) 
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Thay (7.58) vào (7.59) ta được: 

{9n\9í) = (^Smnfm^SỵJk) 

m k m,k 

E o* Q ĩ _ ^ ' c* c 

^mn^kiOmk / ^ ^kn^kl 

m,k k 

= '^^{S~^)nkSk£ — ôni- (7.60) 

k 

Viết một cách ngắn gọn dưới dạng ma trận: 

S+S^I, (7.61) 

trong đó I là ký hiệu của ma trận đơn vị. Trên đây, ta đã khai triển hàm Qn 
theo hàm fm, bây giờ nếu tiến hành khai triển ngược lại (khai triển hàm fm 
theo hàm Qn), sau đó thực hiện các phép tính tương tự, ta được: 

SS+ = /. (7.62) 

Như vậy, ma trận s là một ma trận unita (đơn nguyên). Vì tích của s~^ và s 

bằng ma trận đơn vị nên s~^ là ma trận đảo của s, nghĩa là s~^ — s~^. Chú ý 
rằng ma trận unita không phải là ma trận Hermite {S~^ — S). 

Phép chuyển từ một biểu diễn này sang một biểu diễn khác được thực hiện 
nhờ ma trận unita nên được gọi là phép biến đổi unita. về mặt hình học, phép 
biến đổi này tương đương với một phép quay nào đó trong không gian Hilbert. 

Trong trường hỢp tổng quát, phép biến đổi unita của hàm ĩỊ; dựa vào toán 
tử unita s có thể được biểu diễn một cách tượng trưng bởi đẳng thức: 

Sĩp (7.63) 

Trong phép biến đổi này, hàm sóng chuyển từ biến này sang biến khác, cả các 
toán tử cũng đồng thời biến đổi sang các biến mới. Chẳng hạn, các hàm ìỊ) chịu 
tác động của một toán tử nào đó sao cho: 

ĩỊj' = 


(7.64) 
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Chúng ta biến đổi đẳng thức này dựa vào toán tử unita s. Nếu để ý rằng 
S'^S = 1 ta sẽ có: 

ỀĩỊ;' = SF^S+Sĩl; 

nếu tính đến (7.63), ta sẽ được: 

d>' = F^<í> 


trong đó: 

h = SF^S+ (7.65) 

là toán tử tác dụng lên hàm d>. Hệ thức (7.65) xác định quy luật theo đó toán 
tử được biến đổi sang biến mới trong khi phép biến đổi (7.63) chuyển hàm sóng 
về cùng những biến đó. 

Trong cơ học lượng tử có ý nghĩa nhất là các phép biến đổi có dạng s = 
trong đó à là một toán tử Hermite hay một hàm thực bất kỳ của cùng biến số 
như hàm sóng. Phép biến đổi unita: 


Sệ = 


thay đổi dạng của các hàm sóng nhưng không thay đổi biến độc lập của hàm. 
Một phép biến đổi như thế được gọi là phép biến đổi pha. Như vậy, với mỗi đại 
lượng động lực có thể tương ứng không phải là một mà là một tập hỢp vô hạn 
các toán tử khác nhau bởi các phép biến đổi unita. Nói cách khác các toán tử 
liên hệ nhau theo hệ thức: 

Â' = SAS-^ với SS+ = 1 


tương ứng với cùng một đại lượng động lực. 


8.2 Sự CHUYỂN BIẾU DIỂN của hàm sóng 


Ta dễ dàng thu được mối liên hệ trực tiếp giữa các thành phần của hàm 
sóng ĩỊ) mô tả cùng một trạng thái trong các biểu diễn khác nhau, chẳng hạn 
trong F-biểu diễn và G-biểu diễn nhờ ma trận unita s. 
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Giả sử: 

'4^ ^ ^ Cmfm ^ ^ c 

m n 

trong đó Cm là dạng của hàm sóng ìỊ) trong F-biểu diễn (nghĩa là trong hệ toạ 
độ mà các hàm fm là các vectơ cơ sở), còn c là dạng của hàm sóng ĩỊ; trong 
G-biểu diễn (nghĩa là trong hệ toạ độ mà các hàm gn là các vectơ cơ sở). Theo 
(7.58) ta có thể viết: 


4^ — ^ ^ Cm.fm — 'y ^ c ^ 'y ^ Smnfm ^ ^ 


n^mnĩmi 


từ đó, ta được: 



(7.66) 


trong đó các hệ số và c có thể biểu diễn dưới dạng các ma trận cột, vì vậy 
ta có thể viết lại (7.66) bằng phương trình ma trận như sau: 


C^SC. 


(7.67) 


Nếu nhân hai vế của (7.67) cho về bên trái và chú ý đến tính chất của ma 
trận unita ta được: 

c ' = s+c. (7.68) 


8.3 Sự CHUYỂN BIỂU DIỂN của toán tử 

Trong phần (3.1) ta đã biểu diễn dạng của toán tử A dưới dạng ma trận, 
dựa vào sự chuyển từ x-biểu diễn sang F-biểu diễn. Lúc đó toán tử A có dạng 
ma trận với các thành phần được biểu diễn ở (7.26). Bây giờ ta sẽ khảo sát 
dạng của ma trận A từ F-biểu diễn sang G-biểu diễn. 

Theo (7.25) thì phương trình toán tử trong F-biểu diễn có dạng: 

^ ^ AmnC-n ~ ^ AC — 5, VƠI A^n — (/^1 

n 
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là phần tử của ma trận A trong F-biểu diễn. 

Khi chuyển sang G-biểu diễn thì các ma trận B và c chuyển thành B’ và C’ 
theo hệ thức (7.67) và (7.68). Lúc đó phương trình (7.29) trở thành: 

B ^ AC ^ SB' ^ ASC 

Nhân hai vế của hệ thức trên với về bên trái ta được: 


B ' = S^ẦSC ' ^A'C'. 

Như vậy, trong G-biểư diễn ma trận A biến đổi thành ma trận A được xác định 
bởi hệ thức sau: 

A ' = S+AS, (7.69) 

hay viết dưới dạng khai triển theo các thành phần của ma trận: 

(A ')mn = J2(^^^rnkAkỉS^n. (7.70) 

k,£ 


8.4 MỘT SỐ TÍNH CHAT CỦA PHÉP BIẾN ĐỔI UNITA 


1. Phép biến đổi unita không làm thay đổi sự chuẩn hoá của hàm sóng 
Thật vậy, giả sử ta có 

'ộ = 5^Cn/n, 

n 

trong đó Cn là hàm sóng trong F-biểu diễn. Điều kiện chuẩn hoá trong x-biểu 
diễn là {'ộ\'ộ) — 1, hay: 


(^Cmỉm\^Cnfn) = 1^ ^ cl^Cn{fm\fn) = 1 , 

m n m^n 


từ đó ta được: 


= 1 . 


n 


(7.71) 
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Mặt khác, do phép biến đổi unita nên theo (7.67) ta có thể viết: 


Vậy: 


C-n 




/ 

m' 


m 


n 


E Q9e. /* X Q / _ \ Q* Q r> r> ^ 

^nvífi m / J p / ^ mp p 


n^m^p 




Q r> r> ^ 

mn^np^ p 




n^m,p 


m,p 


/* _ / 
h c 

P'! 


(7.72) 


hay 

m 

Ta thấy (7.73) chính là điều kiện chuẩn hoá của hàm sóng trong G-biểu diễn, 
nó có dạng tương tư như điều kiện chuẩn hoá của hàm sóng trong F-biểu diễn 
(Hệ thức 7.71). 

2. Phép biến đổi unita không ỉàm thay đổi tính chất của hệ hàm riêng của 
toán tử 

Giả sử trong x-biểư diễn hệ hàm riêng của toán tử A thoả mãn điều kiện 
trực giao: 

{HÌ^2)=0. (7.74) 


Bây giờ ta xét trong F-biểu diễn, muốn vậy ta khai triển hàm 'ội và ĩỊj 2 theo 
hàm riêng của toán tử F: 


'ộl — ^ ^ ^ ^ C2nfnì 

m n 

thay vào (7.74) ta được: 

c\^C2n{fm\fn) = CĨ^C2m = 0. (7.75) 

m,n m 

Ta dễ dàng chứng minh rằng qua phép biến đổi đơn nguyên chuyển từ F-biểu 
diễn sang G-biểu diễn thì điều kiện trực giao của hàm sóng vẫn nghiệm đúng. 
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Thật vậy ta có: 


C2m 


^mpC 2p'i 


cĩm — 


^ ^ SmkC 


/* 

lfc’ 


thay vào (7.75): 


EE ^mk^rnpC 2pC ị}^ — SpkC 2pC '4 - c Ị,c 2p - 0. 

m m p,k p,k p 

3. Phép biến đổi unita không ỉàm thay đổi dạng của phương trĩnh ma trận 
Giả sử ta có phương trình ma trận: 


c = AB. (7.76) 

Theo (7.69) ta có: 

c ' = S+{AB)S = S+ASS+BS ^A'B'. (7.77) 

Ta thấy dạng của hai phương trình (7.76) và (??) là như nhau. 

4. Phép biến đổi unita không ỉàm thay đổi trị riêng của ma trận 

Giả sử trong F-biểu diễn phương trình trị riêng của toán tử A có dạng: 

k 

trong đó ttn là trị riêng thứ n của toán tử A] tập hỢp các hệ số c^”^^...là 
hàm riêng của toán tử A trong F-biểu diễn thỏa mãn trị riêng thứ n. Phương 
trình (7.78) có thể viết dưới dạng ma trận: 

(7.79) 

Khi chuyển sang biểu diễn mới, ma trận của toán tử A là A' có các hàm riêng 
là c Phương trình trị riêng bây giờ có dạng: 




(7.80) 
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Theo (7.67) và (7.68) ta có: 

A ' = S+AS] c = S+C^, 


thay vào (7.80), ta được: 

= a ;S'+C'(”). (7.81) 

Nhân hai vế của (7.81) về bên trái cho s ta được: 

AC^^^ (7.82) 


So sánh (7.82) với (7.79), ta được: ũn — a 

5. Phép hiến đổi unita không ỉàm thay đổi vết của ma trận: 

Theo định nghĩa, vết của ma trận A là tổng các số hạng trên đường chéo 

tlA = y^^Ann- 

n 

Ta sẽ chứng minh rằng qua phép biến đổi unita thì ixA — tĩA. Thực vậy: 
tlẢ = — 'y^X^^)ní^íkSkn 

n n,£,k 

= Ai^kAik SkniS^g) = Aikỏkl 

£,k n £,k 

= '^Akk^ trA. 
k 

§ 9 BIỂU DIỄN SCHRODINGER, BlẾU DIỂN HEISENBERG 
VÀ BIỂU DIỄN TƯƠNG TÁC 

Ta biết rằng hàm sóng mang thông tin về hệ vi mô với ý nghĩa là muốn có 

thông tin về một đại lượng động lực A thì ta phải tính giá trị trung bình 


A — {ĩl^ịÂĩỊ:) 


( 7 . 83 ) 
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Trị trung bình A là một hàm của thời gian, vấn đề là sự phụ thuộc thời gian 
này được gán cho đại lượng nào trong tích vô hướng (7.83), từ đó ta có các 
biểu diễn (hoặc bức tranh) khác nhau. Nếu sự sự phuộc thời gan được gán cho 
hàm sóng ta có biểu diễn Schrodinger. Nếu sự phụ thuộc thời gian được gán 
cho toán tử ta sẽ có bức tranh Heisenberg, trong lúc đó đối với bức tranh tương 
tác sự phụ thuộc thời được chia cho cả hàm sóng và toán tử. 

9.1 BIỂU DIỄN SCHRODINGER 

Trong trường hỢp phổ trị riêng của toán tử không phụ thuộc thời gian thì 
dạng toán học của toán tử không phụ thuộc thời gian. Lúc này sự biến thiên 
của trị trung bình theo thời gian được xác định bởi sự thay đổi theo thời gian 
của hàm trạng thái. Biểu diễn loại này được gọi là biểu diễn Schrodinger, trong 
đó sự biến thiên của hàm sóng theo thời gian được xác định bởi phương trình 
Schrodinger phụ thuộc thời gian: 

= (7.84) 

Hàm sóng thay đổi theo thời gian được mô tả bởi phương trình 

'ỉ'(x,t) — ắ(t)'ỉ/j(x), (7.85) 

trong đó 'tp(x) là hàm sóng tại thời điểm t — 0. Toán tử S(t) được gọi là ma trận 
s (ma trận tán xạ) hay toán tử tiến hóa theo thời gian (time evolution operator). 
Để xác định dạng của toán tử S(t) ta thay hàm sóng (7.85) vào phương trình 
Schrodinger (7.84): 

ih 'ộ{x) — HS{t)'iỊj{x), 

hay: 

^n^ - HS{t) 

dt ^ ' 


ìỊj{x) = 0. 
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Ta được phương trình vi phân cho toán tử S{t) 

= HS{t). (7.86) 


Nếu H không phụ thuộc tường minh vào thời gian thì nghiệm hình thức của 
phương trình (7.86) là: 


S{t) — exp 



(7.87) 


Như vậy, sự biến thiên của trạng thái theo thời gian, theo (7.85) được xác định 
bởi hàm sóng: 


tl/(x, t) — exp 



ĩỊj{x). 


(7.88) 


Đặc điểm của biểu thức (7.88) là có chứa toán tử ở hàm mũ. Để xác định 
tác dụng của một toán tử như thế lên hàm ta phải khai triển hàm e mũ 
theo dạng chuỗi, đồng thời khai triển hàm ìỊj{x) theo các hàm riêng Lpn của toán 


tử H, ứng với phương trình trị riêng: Hipn — En^Pn' 

k 


0° í-ịHt] _ 


oo 

E«"E 

n fc=0 


7 V ỵ.\ 2^Cn(Pn / } 

k=ữ ' n n k 

_ oo / • \ ^ 1 _ 

n k=0 ^ ^ * n 




Ẽ. 


(7.89) 


9.2 BIỂU DIỄN HEISENBERG 

Trong biểu diễn này hàm sóng không thay đổi theo thời gian, trong lúc đó 
toán tử lại thay đổi theo thời gian. Giả sử T(x,í) là hàm sóng trong biểu diễn 
Schrodinger, còn ĩỊjh{x) là hàm sóng không phụ thuộc thời gian trong biểu diễn 
Heisenberg, khi đó theo (7.85) sự chuyển từ biểu diễn Schrodinger sang biểu 
diễn Heisenberg được thực hiện nhờ phép biến đổi: 


'Ộh{x) = s 


( 7 . 90 ) 
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trong đó S{t) là toán tử dạng (7.87). Nếu khi chuyển từ biểu diễn Schrodinger 
sang biểu diễn Heisenberg các hàm sóng biến đổi theo (7.90) thì theo quy tắc 
(7.63) và (7.65) của phép biến đổi unita, ta cần phải đồng thời biến đổi các toán 
tử theo quy luật: 

Pnit) = S-'{t)FsS{t) (7.91) 

Như vậy, nếu trong biểu diễn Schrodinger toán tử không phụ thuộc thời gian thì 
trong biểu diễn Heisenberg chúng phụ thuộc vào thời gian theo quy luật(7.91), 
trong lúc đó hàm sóng không phụ thuộc thời gian. Vì S'(0) = S'“^(0) = 1 nên 
hàm sóng trong biểu diễn Schrodinger và biểu diễn Heisenberg trùng nhau tại 
thời điểm t — 0. Các toán tử trong cả hai biểu diễn cũng trùng nhau tại thời 
điểm này. Vì Fh{ 0) — Fs nên phương trình (7.91) sẽ xác định sự biến thiên của 
toán tử trong biểu diễn Heisenberg sau thời gian t. 

9.3 BIỂU DIỄN TƯƠNG TÁC 


Nếu toán tử Hamilton của một hệ lượng tử có thể được viết dưới dạng tổng 
của hai số hạng: 

Ồ ^ Ho + v, (7.92) 

trong đó Hq là toán tử Hamilton khi không tính đến tương tác giữa các phần 
của hệ, V là toán tử tương tác. Để mô tả sự biến thiên trạng thái theo thời gian 
đối với hệ loại này ta thường dùng biểu diễn tương tác. Việc chuyển từ hàm 
sóng ^s{x, t) của biểu diễn Schrodinger sang hàm sóng của biểu diễn tương tác 
tk/(x,í) được thực hiện bởi toán tử unita: 


S{t) = exp i^Hot 


Do đó: 




(7.93) 
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Nếu thay vào phương trình Schrodinger: 




= {Ồo + i>)®s{a:,i) 


hàm 


^s{x,t) = exp 



^i{x,t), 


ta được phương trình Schrodinger trong biểu diễn tương tác: 


sT- 




(7.94) 


trong đó: 


Vj — S{t)VS~^{t) — exp 




(7.95) 


Tất cả các toán tử trong biểu diễn tương tác thay đổi theo thời gian theo cách 
mà nếu A là toán tử trong biểu diễn Schrodinger thì toán tử trong biểu diễn 
tương tác được cho bởi: 


Âị = exp ÌẬỉỉot^ Ẩexp . 

Như vậy, trong biểu diễn tương tác sự thay đổi của trạng thái theo thời gian 
được mô tả bởi sự thay đổi theo thời gian của cả hàm sóng và toán tử. Sự phụ 
thuộc thời gian của toán tử tuân theo quy luật (7.96) hay theo phương trình 
tương đương với nó: 

t = (7.97) 

Phương trình này cũng có thể tìm được bằng cách lấy đạo hàm theo thời gian 
biểu thức (7.96). Sự thay đổi của hàm sóng theo thời gian được xác định bởi 
phương trình (7.94). Phương trình này có dạng của phương trình Schrodinger, 
nhưng toán tử Hamilton toàn phần của hệ được thay bằng toán tử tương tác. 

Biểu diễn tương tác là biểu diễn trung gian giữa biểu diễn Schrodinger và 
biểu diễn Heisenberg. Các toán tử trong biểu diễn này phụ thuộc vào thời gian 
giống như toán tử của biểu diễn Heisenberg đối với hệ có toán tử Hq, sự biến 
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thiên theo thời gian của hàm trạng thái trong biểu diễn tương tác chỉ do toán 
tử tương tác quyết định. 

Ngoài các ba biểu diễn đã được trình bày ở trên, còn có những phương pháp 
khác để mô tả sự thay đổi của hệ lượng tử theo thời gian, chẳng hạn như biểu 
diễn lượng tử hoá ỉần thứ hai và biểu diễn số lấp đầy. 

§ 10 TÓM TẮT CHƯƠNG 7 

• Cách biểu diễn trạng thái của một hệ lượng tử bằng hàm sóng phụ thuộc 
tọa độ dược gọi là x-biểu diễn. Tuy nhiên, biểu diễn này không phải là 
duy nhất mà còn có các cách biểu diễn khác. Nói chung, nếu hàm sóng phụ 
thuộc vào một biến số ứng với một đại lượng động lực F nào đó thì ta nói 
hàm sóng được viết trong N-biểu diễn: Lp — (p{F). 

• Trong lý thuyết biểu diễn, toán tử được biểu diễn bằng ma trận vuông, hàm 
sóng được biểu diễn bằng ma trận cột. Dang của phương trình Schrodinger, 
phương trình Heisenberg, phương trình trị riêng...đều tương tự như trong 
x-biểu diễn nhưng đều có dạng ma trận. 

• Việc chuyển từ một biểu diễn này sang một biểu diễn khác được thực hiện 
bằng phép biến đổi đơn nguyên. Nhờ phép biến đổi này, ta có thể chuyển 
dạng của hàm sóng và toán tử qua các biểu diễn khác nhau. 

• Sự thay đổi theo thời gian của trị trung bình của một đại lượng động lực 
được gán cho hàm sóng (biểu diễn Schrodinger), hoặc toán tử (biểu diễn 
Heisenberg), hoặc cả hàm sóng, cả toán tử (biểu diễn tương tác). 
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11 BÀI TẬP CHƯƠNG 7 


1. Dựa vào biểu thức của phần tử ma trận của toán tử Â trong F- biểu diễn: 

Ảmn = {fm\Ẫ\fn). 

Chứng minh rằng nếu Â là toán tử Hermite thì ma trận biểu diễn toán tử 
A cũng là ma trận Hermite. 

2. Tìm các ma trận của toạ độ và xung lượng trong E-biểu diễn đối với hạt 
chuyển động trong giếng thế một chiều sâu vô hạn có bề rộng L. 

3. Trong X biểu diễn, hàm sóng của hạt có dạng: 

í khi — a/2 < X < a/2 

[ 0, khi \x\ > a/2. 

Tìm dạng của hàm sóng này trong biểu diễn xung lượng. 


4. Trạng thái của 1 hạt được mô tả bởi hàm sóng: 

ìịj{x) — Aexp ị^—ax^ + ■ 

Tìm hệ số A và tìm dạng của hàm sóng trong p-biểu diễn. 

5. Hàm sóng của dao động tử điều hoà ở trạng thái cơ bản có dạng: 

1/2 ,- 


ĩỊj{x) = a\ 


, trong đó a = 


'mcư 


Tìm dạng của hàm sóng trong p-biểu diễn. 

6. Trạng thái của hệ được mô tả bởi hàm sóng: 'ộ{^) — Acos^ Lp. Hãy chuyển 
hàm sóng này sang Lỵ- biểu diễn. 


7. Tìm hàm sóng chuẩn hóa trong biểu diễn xung lượng của một hạt tích điện 
q chuyển động trong điện trường đều có cường độ e và hướng theo trục X. 
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8. Giải bài toán dao động tử điều hòa 1 chiều trong biểu diễn xung lượng. 
Cho rằng nghiệm của bài toán này trong biểu diễn tọa độ là đã biết. 

9. Trong x-biểu diễn, hàm sóng của electrontrong nguyên tử Hydro ở trạng 
tháicơ bản có dạng: 

'ộ{r,e,ậ) = 

Hãy tìm dạng của hàm sóng trong biễu diễn xung lượng. 


10. Tìm trị riêng và hàm riêng chuẩn hóa của ma trận: 

/ 7 0 0 \ 

0 1 -z . 

Vo z -1/ 

HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 

1. Ta chứng minh rằng nếu A — thì Anm — ^nrn — (Amn)*- 

Dựa vào biểu thức định nghĩa của phần tử ma trận của toán tử Â trong 
F-biểu diễn Amn = {'ộm{F)\Ầ\'ộn{F)). 

Do tính chất Hermitic của A và lấy liên hiệp phức hai vế của biểu thức 
trên, ta được: 

{AmnT = {^m{F)\Â\MFW = (ưn(^)|i|ưm(N)) = A^^. 


Như vậy, ma trận {A)mn là ma trận Hermite. 

2. Trong E-biểu diễn, các phần tử ma trận của toạ độ và xung lượng của 
dạng: 

Xnm = {'ộn{x)\x\'ộrn{x)) và Pnm = {'ộn{x)\Px\'ộm{x)), 

trong đó: 'ộn{x) — a/(27ữ) sin(n7rx/L); 'ộm{x ) = a/(27ữ) sin(m7rx/L) 
u) Xnm — {i^n{x)\x\'iprn{x)) — 1 f(f X sin ^ sin tính ra ta được: 

4 

^ ~ 1]; với n ^ m. 
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Trong biểu thức trên ta để ý rằng: 


cos(n — m)7ĩ — (—1)” cos(n + m)7r — (— 


nếu khi m = n thì Xnm — Ll2. 

b) Vnm = {'ộn{x)\ộx\'ộrn{x)) = sin ^^ sin tính ra ta được: 


Pnm — 

khi n=m thì Pnm — 0. 


L {n^ — m^) 


3. Trong p-biểu diễn, hàm sóng có dạng: (p{p) — {'ộp{x)\'ộ{x)), trong đó 


ĩppix) = 


^ phP^-^ 

y/2Ãh 


là hàm riêng của toán tử Px- Thay dạng của 'ộp{x) và của ĩp{x) vào tích vô 
hướng trên ta được biểu thức của hàm sóng trong p-biểư diễn: 


tính ra, ta được: 


1 , 

ipip) = / e^^P°-P^^dx, 

V27ĩha J-a/2 


pip) = 



Po-p 

2h 


/ÌPo - 


p). 


4. Dạng của hàm sóng trong x-biểư diễn: 


z 

ĩp(x) — Aexp(—ax^ + -^Pox). 

h 


Sử dụng điều kiện chuẩn hoá ta tìm được hệ số v4 = y^(2ã7ữ). 
Tương tự như Bài 3, hàm sóng trong j9-biểu diễn có dạng: 


pip) = 


A 

\/2'Kh 



^-{ax^+ị{p-Pũ)x} 


Trong tích phân trên, ta phải biến đổi các số hạng trong dấu của hàm 
mũ để có thể áp dụng được tích phân Poisson. Muốn vậy, ta đặt biểu thức 
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trong dấu là Q(x) với: 

Q(x) — ax^ + (i/h)(p — po)x — aịx^ + (i/ah)(p — po)x] 

= . ^a[x + {i/2ah){p - Po)]'^ + ^ 2 ) ’ 

thay vào biểu thức của (p{p) 

p{p) — p~^ dx, 

v/M 7-00 

tính ra ta được: p{p) — - - — exp 

2'Kan^ 

5. Dạng của hàm sóng trong x-biểu di 

'Ip{x) — v4exp(— 

Tương tự như bài trước, hàm sóng trong p-biểư diễn có dạng: 

p{p) = -^= [ 

V ^7ĩflJ—oo 

Nếu đặt: (3 — ip/2ah, ta biến đổi tích phân này về dạng:. 

(p{p) — ^ í 6“*-"® dx. 

V 27rfĩ J—oo 

Từ đó, áp dụng tích phân Poisson, ta được: 

6. a) Chuẩn hoá để tìm A, ta được: A — 2Ị\pầTĩ. 

b) Trong Lg-hìểu diễn hàm sóng có dạng: ^Lz{ậ) — {'ộm{ậ)\'ộ{ậ))■ 

Thay dạng của hàm 'ộ{ộ) và dạng của hàm riêng của toán tử Lỵ vào biểu 
thức trên, ta được: 

27r 

COS^ ậ.e^'^^dậ, 




^Lz{ộ) 
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khai triển cosậ theo hàm e mũ, rồi thay vào tích phân trên ta được: 

Á ^27r 

4\/27r Jo 

Dùng điều kiện trực chuẩn của hàm riêng của toán tử Lz, ta tìm được: 

[ 2 , 1, 

^Lz{ộ) — Y + ỗm-2)\- 

7. Vì trong p-biểu diễn toán tử tọa độ và xung lượng có dạng: 

X — ih—, p — p, 

dp 

nên toán tử Hamilton có dạng: 

H = ^ + ữ = Ể-^^hFị, 

2m 2m dp 

trong đó ta đã thay toán tử thế năng u — —Fx, với F — qe ỉầ lực tác 
dụng của điện trường lên hạt tích điện q. 

Trong biểu diễn xung lượng, phương trình Schrodinger có dạng: 

H(p{p) = E(p{p). 


Nghiệm của phương trình là: 


Pe{p) — C exp{{i/Fh){Ep — p^ /Qm)}, 


trong đó hệ số c tìm được từ điều kiện chuẩn hóa: 

. 1 

J ỘE'{p)PE{p)dp ^ Ỗ{E'- E) ^ c ^ ^=—. 


8. Trong p-biểu diễn, Hamiltonian của dao động tử điều hòa có dạng: 

H = Ể- + ^i-h^E 

2m 2 dp^ 
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nên phương trình Schrodinger trở thành: 

E^ip) = 0. 

Đặt 0 = p/po với Po — y/mhuj, ta có thể biến đổi phương trình trên về 
dạng: 

-^p{p) + {u - z^)p{p) ^ 0 , vớiư=^. 

Phương trình này tương tự như phương trình của dao động tử điều hòa 
trong x-biểu diễn. Kết quả ta được: 

+ Năng lượng: En — fĩẮjj{n + 1/2), 

+ Hàm sóng: (p{p) — (2”n!A/ữpo)~^^^e ^”0 Hn{p/po). 


9. Trong biểu diễn xung lượng, hàm sóng có dạng: 

pip) =< 'íỊ^p{r)\'ộ{r,9,ậ) >, 

trong đó ĩỊj{r) là hàm riêng của toán tử xung lượng, có dạng: 


(7.98) 


éir]^ __4__eẾh-r 

' {27rfi)3/2 ■ 

Thay 'ộ{r) và 'ộ{r,9,(Ị)) vào (7.98), ta được: 

(27r^)N2 

Tính tích phân trong tọa độ cầu và giả sử ta chọn phương của xung lượng 
p song song với trục z, lúc đó p.r — prcos9, ta được: 


pip) = 


7r^2(ao^) 

1 


•1 poo r pl 

—— / r^dr, 

{aohy Jo 1 

roo ^ . .. . 

/ e “0 — e “0 rdr, 

7TP\/2aịhJo L J 


1 /2aoY/^ 1 

7T \ h ) [1 + {p‘^/h?)al]‘^' 



228 


Chương 7. Lý thuyết biểu diễn 


10. Phương trình đặc trưng tương ứng với ma trận A có dạng: 

7-a 0 0 

0 1 — ữ —i — 0 —y (7—ữ) = (7—ữ)(ữ^—2) = 0 

" i —1 — a 

0 i —1 — a 

Giải ra ta được: 

ttị = 7, a 2 = V^, a 3 = -V^. 

Hàm riêng của A được cho bởi phương trình : 



aci 

ac2 

acs 


+ Khi a — ai — 7, ta, được: Ci = 1, C 2 — — 0 

+ Khi a — a2 — a/ 2, ta được: Ci = 0, Cs — i{V2 — l)c 2 . Sử dụng điều kiện 
chuẩn hóa: c^c — 1, ta tìm được: C2 = 1/ 2(2 — \/ 2 ). + Khi a — a2 — 
— a/ 2, ta được: Cị = 0, C 3 = —z(a/ 2 + l)c 2 . Sử dụng điều kiện chuẩn hóa: 
C~^C — 1, ta tìm được: C2 = 1/a/ 2(2 + \/ 2 ). 
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Spin và hệ hạt đồng nhất 

§ MỤC TIÊU CỦA CHƯƠNG 

• Mục tiêu của chương này là thiết lập hàm sóng cho một hệ bao gồm nhiều 
hạt vi mô. Muốn vậy, các khái niệm cơ bản liên quan đến tính chất của một hệ 
hạt được khảo sát trước, đó là khái niệm spin, hàm sóng đối xứng và phản đối 
xứng. 

• Sau khi học xong chương này, sinh viên sẽ hiểu được nguồn gốc của khái 
niệm spin của hạt vi mô, biết các biểu diễn trạng thái của một hệ hạt Boson và 
hệ hạt Permion, đồng thời hiểu được ý nghĩa của nguyên lý loại trừ Pauli. 

§ 1 MÔMEN ĐỘNG LƯỢNG QUỸ ĐẠO VÀ MÔMEN TỪ QUỸ 
ĐẠO 

Để đơn giản ta xét nguyên tử Hydro (hoặc các ion tương tự) chỉ có một 
electron. Chuyển động của electron quanh hạt nhân được đặc trUng bởi mô- 
men động lượng mà ta biểu diễn bằng các toán tử và Lỵ. Trị riêng tương 
ứng của các toán tử này là — h^í{í + 1) và Lz — mh. Khi nguyên tử đứng 
yên thì mô-men động lượng của electron cũng là của nguyên tử. Mômen này 
gọi là mô-men cơ (mômen quỹ đạo) vì do chuyển động của electron quanh hạt 
nhân mà có. Ta biết rằng vì electron mang điện tích âm nên chuyển động của 
nó quanh hạt nhân tạo nên một dòng điện kín, dòng điện này tương đương với 
một nam châm mà đại lượng đặc trUĩ^glà mô-men từ mà ta gọi là mô-men từ 
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quỹ đạo. 

Phép tính đại lượng này theo lý thuyết Bohr và lý thuyết của cơ học lượng 


tử đều cho kết quả như nhau và bằng: 




2mpC 


-L. 


Trị riêng của thành phần mô-men từ theo trục z là: 


e e eh 

tiz — - - — - - mh — m- -= ĩĩiubi 

2meC 2meC 2meC 

eh 


với 


ụ^B — 


2mpC 


được gọi là Magneton Bohr. 


( 8 . 1 ) 


( 8 . 2 ) 

(8.3) 


Cho đến nay chúng ta thấy trạng thái của một hạt vi mô được xác định bởi 
ba tọa độ (r, ớ, ậ) hoặc ba thành phần xung lượng {px,Py,Pz)- Kết quả là ta có 
một bộ đầy đủ các số lượng tử để xác định trạng thái của hệ, chẳng hạn như 
n, £ và m. Tuy nhiên hàng loạt sự kiện thực nghiệm chứng tỏ rằng việc mô tả 
trạng thái hạt vi mô như trên là chưa đầy đủ vì bản thân hạt vi mô còn có một 
thuộc tính nội tại nữa mà khi giải phương trình Schrodinger ta chưa xét đến. 

§ 2 Sự TÁCH MỨC NĂNG LƯỢNG CỦA NGUYÊN TỬ HY- 
DRO TRONG TỪ TRƯỜNG 


Xét một nguyên tử Hydro đặt trong từ trường đều 7Ĩ. Vì nguyên tử Hydro 
có mô-men từ /2 nên sẽ chịu tác dụng của từ trường và có thêm năng lượng phụ 
là: 

V' = pũ 

Nếu chọn từ trường hướng theo trục z (7Ĩ : 0,0,72), thì: 

ư' = -pz'H, 

thay giá trị của ịiz từ (8.2) vào ta được 


(8.4) 



2. Sự tách mức năng lượng của nguyên tử Hydro trong từ trường 
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Biểu thức của toán tử năng lượng của nguyên tử Hydro trong từ trường bây 
giờ sẽ là: 

éU ± 

Ê = Êo + V' = Êo- (8.5) 

IvrieC 

Vì toán tử Hq và toán tử Lz có chung hàm riêng, ta gọi hàm này là 'ộnim-, lúc 
đó phương trình (8.5) có thể viết lại như sau: 

ĨỈQĨpnim — 7Ĩ — Ejnm'ộn£m- í®’!!) 

IrrieC 

Trong (8.6) Enrni^nim là năng lượng của nguyên tử Hydro trong từ trường, có 
dạng 


^ním TfiụjỊỊhL-Ị 


(8.7) 


trong đó ịiB — ^ được gọi là “magneton Bohr”. 

2meC 

Theo (8.7) ta thấy năng lượng của nguyên tử bây giờ vừa phụ thuộc số 
lượng tử chính n vừa phụ thuộc vào số lượng tử từ m. Khi n — 1 thì = 0 và 
m — 0, lúc đó năng lượng không thay đổi, nghĩa là mức năng lượng không bị 
tách {Enm — En). Các mức năng lượng sẽ bị tách ở các trạng thái có n > 2. 
Chẳng hạn khi n — 2 thì .ể = 0,1 và m = 0, +1, —1, các mức năng lượng tương 
ứng là E 20 , E 21 , E 2 - 1 . Như vậy, khi đặt nguyên tử trong từ trường thì từ trường 
sẽ khử sự suy biến của năng lượng, nghĩa là các trạng thái có cùng số lượng tử 
n nhưng khác số lượng tử m thì có năng lượng khác nhau. Nói cách khác, một 
mức năng lượng ứng với một giá trị đã cho của n bây giờ bị tách thành nhiều 
mức. Ta nói đã có sự tách mức năng lượng khi nguyên tử đặt trong từ trường. 
Sự tách mức năng lượng này dẫn đến sự tách vạch quang phổ khi nguyên tử 
được đặt trong từ trường. 



232 


Chương 8. Spin và hệ hạt đồng nhất 


§ 3 MÔ-MEN ĐỘNG LƯỢNG RIÊNG CỦA ELECTRON-SPIN 
CỦA HẠT VI MÔ 

3.1 THÍ NGHIỆM STERN-GERLACH 


Theo lý luận trên ta thấy ở trạng thái s = 0, m = 0) thì không có sự tách 
vạch quang phổ, nghĩa là electron không chịu ảnh hưởng của từ trường. Nói 
cách khác, ở trạng thái s electron không có mô-men từ quỹ đạo. Tuy nhiên, với 
các máy quang phổ có năng suất phân giải cao người ta thấy rằng các nguyên 
tử ở trạng thái s vẫn có sự tách vạch quang phổ. Ví dụ, trạng thái của nguyên 
tử Natri được đặc trưng bởi lớp vỏ electron 3s^ (Na có cấu hình điện tử là 
ls^2s^2p®3s^) gồm hai vạch sát nhau có bước sóng 5889,95A° và 5895,93A°. 
Điều đó có nghĩa là các nguyên tử này vẫn chịu ảnh hưởng của từ trường, 
nghĩa là có một mô-men từ nào đó khác với mô-men từ quỹ đạo. 

Một thí nghiệm kiểm chứng điều này là thí nghiệm được tiến hành tại đại 
học Frankfukt bởi hai nhà vật lý người Đức Otto Stern và Walther Gerlach năm 
(1921), được mô tả về nguyên lý như sau (Hình 8.1): 


T.ên doá„ m„h ảnh quan 
cáđién “»9« 



Từ trường không đều 


Hình 8.1: Sơ đồ của thí nghiệm Stern-Gerlach. Chùm nguyên tử đi vào miền có từ trường 
không đều bị lệch theo hai hướng đối diện nhau. 


Cho một chùm nguyên tử Bạc (Ag) phát ra từ một lò nung sau đó đi qua 
một từ trường không đều rồi đập lên một màn chắn ở phía sau. Nguyên tử Ag 
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gồm 47 electron. số lượng 46 electron ở bên trong tạo nên một lớp vỏ đối xứng 
cầu có mô-men động lượng bằng 0. Electron thứ 47 ở trạng thái 5s và cũng có 
mô-men động lượng quỹ đạo {í) bằng 0. Theo lý luận ở trên về nguyên tắc ta 
sẽ quan sát thấy một vệt sáng ở trên màn vì nguyên tử Ag cố í — {) nên không 
có mô-men từ quỹ đạo. Nhưng trên thực tế lại có hai vệt sáng ở trên màn. Điều 
này chứng tỏ chùm nguyên tử Ag chịu tác dụng của từ trường không đồng nhất 
làm lệch quỹ đạo của nó. 

Như vậy khi mô-men động lượng quỹ đạo và do đó mô-men từ quỹ đạo của 
nguyên tử bằng không thì sự lệch hướng của chùm nguyên tử là do tác dụng 
của từ trường lên một loại mô-men từ khác của elctron. Mô-men từ này sinh 
ra do một chuyển động nào đó của electron khác với chuyển động quanh hạt 
nhân. Chuyển động này được gọi là chuyển động riêng của electron. Mô-men 
động lượng và mô-men từ ứng với chuyển động này được gọi là mô-men động 
lượng riêng và mô-men từ riêng. 

3.2 SPIN CỦA HẠT VI MÔ 

Để giải thích kết quả thí nghiệm Stern-Gerlach, s. A. Goudsmit và G. E. 
Uhlenbeck (1925) đã giả thiết rằng mô-men động lượng riêng và mô-men từ 
riêng của electron là do chuyển động tự quay quanh mình nó! Mômen động 
lượng riêng (intrinsic angular momentum) được gọi là mô-men động lượng spin 
hay đôi khi gọi tắt là spin, ký hiệu là s. 

Cần chú ý rằng khái niệm spin gắn liền với chuyển động tự quay của electron 
là một khái niệm không đúng. Khác với mô-men động lượng quỹ đạo, mô-men 
động lượng spin không phụ thuộc vào biến số tọa độ, toán tử tương ứng với nó 
không được biểu diễn bằng toán tử vi phân. Như vậy, mô-men động lượng spin 
là một đại lượng động lực gắn liền với lưỡng tính sóng-hạt của các đối tượng 
vi mô, là một khái niệm thuần túy cơ lượng tử và chưa có tiền lệ trong cơ học 
cổ điển. 
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Khái niệm spin của electron cũng được p. A. M. Dirac ^ chỉ ra trên cơ sở 
của cơ học lượng tử tương đối tính. Tương tự như mô-men động lượng quỹ 

s N 


s 

Hình 7.2: Spin của electron theo giải thích của Goudsmit và Uhlenbeck 

đạo, mô-men động lượng spin cũng bị lượng tử hoá về cả độ lớn và hướng. Nếu 
mô-men động lượng quỹ đạo L được đặc trưng bởi số lượng tử i và hình chiếu 
của nó được đặc trưng bởi số lượng tử m thì mô-men động lượng riêng cũng 
được đặc trưng bởi số lượng tử s và hình chiếu của spin lên trục z được đặc 
trưng bởi số lượng tử nis. 

Tương tự như vectơ L, đối với vectơ mô-men động lượng spin s, ta có: 

\s\ — \/~s(s~+ĩ)h và Sz — nish, 

trongđó s được gọi là số lượng tử spin, rUs được gọi là số lượng tử hình chiếu 
spin. Giá trị của s phụ thuộc vào loại hạt vi mô và được chia thành hai nhóm: 
+ Nhóm có giá trị của s là số nguyên: s = 0,1, 2... 

+ Nhóm có giá trị của s là số bán nguyên: s = 1/2,3/2.... 

Thuộc về nhóm thứ nhất là các hạt Boson vì chúng tuân theo thống kê Bose- 
Einsten, trong lúc đó thuộc về nhóm thứ hai là các hạt Termion vì chúng tuân 
theo thống kê Fermi-Dirac. 

Electron trong nguyên tử thuộc về loại hạt Eermion có số lượng tử spin 
s — 1/2. Điều này được giải thích là vì chùm nguyên tử Ag trong thí nghiệm 

^Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984)-Nhà Vật lý người Anh được giải Nobel năm 1933 (cùng với 
Erwin Schrodinger) nhờ các công trình trong nghiên cứu lý thuyết lượng tử. Ong đã tiên đoán bằng 
lý thuyết sự tồn tại của positron 
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Stern-Gerlach lệch theo hai hướng đối điện nhau nên spin của electron có hai 
cách định hướng khả dĩ (2 = (2s + 1)). Do vậy, ta suy ra s chỉ có một giá trị 
duy nhất là 1/2, trong lúc đó số lượng tử ms có hai giá trị nĩs = 1/2, —1/2. 

§ 4 TOÁN TỬ SPIN 

4.1 TOÁN TỬ SPIN VÀ HÀM SPIN CỦA HẠT VI MÔ 

Theo Tiên đề II của cơ học lượng tử, mô-men động lượng spin s của electron 
tương ứng với một toán tử Hermite s. Toán tử spin có hệ thức giao hoán giống 
như toán tử mô-men động lượng quỹ đạo. Cụ thể là: 

[Sj, Skị — ihejk£Sg và [i^,S'j]=0, YỚÌ j,k, £chỉ x,y,z. (8.8) 

Ngoài ra, toán tử ^ và Sz giao hoán nên chúng có hàm riêng chung: 

'^ịs^m.s) — h‘^s{s + l)\s,ms), Sz\s,ms) — hms\s,ms), (8.9) 

trong đó ms — —s, —s + 1,..., —s + 1, s. 

Các hàm riêng của toán tử spin tạo thành một hệ trực chuẩn và đầy đủ 

{s',m'g\s,ms) ^ ỏs',sôm',,ms, \s, rUs) {s, rUsị ^ I, (8.10) 

ms=—s 

trong đó I là ma trận đơn vị. 


4.2 SPIN 1/2 VÀ MA TRẬN PAULI 


Đối với hạt có spin ị thì số lượng tử rUs nhận 2 giá trị: rUs — —ị yằ, ị. Như 
vậy hạt có thể ở một trong hai trạng thái: \s,ms) — 1^, \) và |s,ms) = ||, —|). 

Trị riêng của hai toán tử và Sz là 







( 8 . 11 ) 


Bây giờ ta sẽ biểu diễn các toán tử spin dưới dạng ma trận Pauli: 
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Khi s = I ta có thể biểu diễn toán tử spin dưới dạng ma trận Pauli (2x2) 
ơx,ơy,ơz, được định nghĩa như sau: 

Sj = ^ơj, (8.12) 

với ơj được gọi là các ma trận Pauli, j=x, y, z. 

Từ hệ thức (8.12), ta thấy ma trận Pauli có trị riêng bằng ±1 và bình phương 
của nó chính là ma trận đơn vị, cr| = /. Thay (8.12) vào (8.8) ta được hệ thức: 

[ơj,ơk\^‘2iejMơi. (8.13) 

Ví dụ 4.1: 

Chứng minh rằng các ma trận Pauli thỏa mãn hệ thức phản giao hoán 


[ơj,ơk]+ = 0 ^ ơjơk = -ơkơj. (8-14) 

Lời giải 

Từ hệ thức (8.13), ta có hệ thức cụ thể sau 


Cĩyơx - ‘2lơz. 

Nhân 2 vế của (8.15) lần lượt cho ơy về bên trái rồi về bên phải, ta được 

^yi,^x^y ^ y^ x) ‘2%ơ yơ z 

{^ơ xơ y ơyơ x)ơy ‘2lơzơy^ 

hay 

ơ'ỉíCTxơ'11 ữ X — 2zíT7/0' 


(8.15) 


'y'^x'^y ^y^ 


y^z 


ơ xơ y ơyơxơy ‘ 2 lơzơy. 

Cộng hai phương trình trên theo từng vế với lưu ỷ ỉầ ơy — /, ta được: 

ơxl ĩơx - 2z(ỡ'2:ỡ’y T ơyơz) ^ ơ^ơy T ơyơz 0. 

Bây giờ ta tìm dạng tường minh của các ma trận Pauli. Trước hết ta giả sử 
rằng ma trận ơz có dạng chéo 


ơz = 


1 0 
0 1 


(8.16) 
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Theo lý thuyết biểu diễn điều này có nghĩa là ta xét trong S'2-biểu diễn, về mặt 
vật lý, điều này có nghĩa là trục 2; được chọn là trục lượng tử hóa của spin, 
trong đó hình chiếu của spin lên trục 2; có giá trị là ±2^. Đặt: 


«11 «12 
«21 «22 


và ơy — 


^11 ^12 
^21 Ồ22 


Dùng hệ thức phản giao hoán ( 8 . 14 ): ơxơz — —ơzơx'- 


«11 «12 
«21 «22 


1 0 
0 -1 


1 0 
0 -1 


«11 «12 
«21 «22 


(8.17) 


(8.18) 


«11 —«12 
«21 — «22 


Từ đó ta được: 


«11 «12 

— a 21 —«22 


—an —ai2 
«21 «22 


«11 — —«11 —^ «11 — 0 ; 022 — —«22 —^ «22 — 0 . 


( 8 . 19 ) 


Vậy ma trận ơx trở thành: 


0 012 
021 0 


Để tìm các số hạng 012 và 021 ta sử dụng tính chất (ơx)^ — I' 


= 


0 012 

021 0 


0 012 
021 0 


«12«21 0 
0 ữ2lOi2 


từ đó: 012021 — 1 và 021012 = 1 hay|ai2p = 1 . 

Suy ra: 012 = và: 021 = với: a là hằng số thực. 
Như vậy dạng của ma trận ơx là: 


0 ^ X - 


0 e* 


( 8 . 20 ) 


, ( 8 . 21 ) 


( 8 . 22 ) 



238 


Chương 8. Spin và hệ hạt đồng nhất 


Hoàn toàn tương tự ta có thể tìm được dạng của ma trận ơy\ 


ơy — 




với Ị3 là hằng số thực. 


(8.23) 


Để tìm các hệ số a Yằ f3 ta dùng hệ thức phản giao hoán của các ma trận ơx 

và ơy 

Ị 0 \ / 0 \ _ Ị 0 Ị 0 \ 

\ 0 / \ 0 / V 0 / V 0 ) 


Thực hiện phép nhân ma trận ta được: 

hay: cos(q; — lỉ) — ữ^a — ỊỈ — 7r/2. Nếu chọn a — 0 ihì p — —7r/2. 
Như vậy, dạng của các ma trận Pauli trong Sz biểu diễn là: 



Từ đó, dạng của toán tử hình chiếu spin trong biểu diễn của Sz là: 


(8.24) 


| 0 ;ẳ„= í.l L 

h/2 Q 1 \ ih/2 0 J \ 0 -h/2 


. (8.25) 


Toán tử mô-men spin toàn phần là: 


y 4 1 0 1 


_ ^ 


(8.26) 


Ví dụ 4.2: 

Tìm các mức năng lượng của hạt có spin s — S/2 với Hamiltonian được cho 
bởi: 

H=^ẬSl + Sl^2Sl)~ụ,, 

trong đó a, /3 là các hằng số. 


Lời giải 
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Ta viết lại Hamiltonian dưới dạng sau: 

H = ậ(S^ - 3S'Ỉ) - ịs,, 

lúc đó năng lượng tương ứng có dạng 

Erus = + 1 ) - - ^hnis, 

h 

thay s = 3/2 vào ta được 

15 

Ems = - ms{Sams + / 3 ), 

trong đó số lượng tử nis — ~2’~2’2’i- 

4.3 HÀM SPIN 


Ta đã khảo sát toán tử đặc trưng cho mô-men động lượng spin của electron. 
Ta cũng đã biết rằng spin của electron nói riêng và của hạt vi mô nói chung là 
một đại lượng cơ bản liên quan đến lưỡng tính sóng hạt của hạt vi mô. Như 
vậy, hàm sóng diễn tả trạng thái của hạt vi mô không những chỉ phụ thuộc vào 
ba biến số tọa độ r = (x, y, z) hoặc r, 9, ộ, mà còn phụ thuộc vào biến số spin. 
Hàm sóng của hạt vi mô trong trường hỢp này có dạng: 




(8.27) 


Đối với electron và các hạt có s — 1/2 thì Sz có hai giá trị là ±h/2 nên hàm 
sóng có thể được tách thành hai phần và có thể được biểu diễn bởi một ma 
trận cột: 


T = ^{x,y,z,Sz,t) = 



í ^{x,y,z,h/2,t) 

V '^{x,y,z,-h/2,t) 


(8.28) 


Các hàm Ti và tI /2 có ý nghĩa như sau: ỊTipdC là xác suất để tại thời điểm 
t hạt ở trong nguyên tố thể tích dv có hình chiếu spin lên trục z bằng h/2. 
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là xác suất để tại thời điểm t hạt ở trong nguyên tố thể tích dv có hình 
chiếu spin lên trục z bằng —h/2. Hàm y, z, Sz, t) thoả mãn điều kiện chuẩn 
hoá sau: 

Í = 1 . 

Tổng được lấy theo mọi hình chiếu khả dĩ của Sz. Vì tọa độ spin độc lập với 

tọa độ không - thời gian nên hàm (8.27) có thể viết dưới dạng phân ly biến số: 

^{x,y,z,Sz,t) = ^{x,y,z,t)ip{Sz), 

với 

./.(S.) = (^ ('ì (8-29) 

là hàm spin. C1,C2 là những hằng số sao cho |cip và |c2p tỉ lệ với xác suất để 
tìm thấy hạt có spin tương ứng là h/2 và —h/2. Các hệ số Ci và C2 phải thoả 
mãn điều kiện chuẩn hoá: 

|ci|2 + |c2|2 = 1. (8.30) 

Bây giờ ta tìm hàm riêng của toán tử hình chiếu spin Sz trong S' 2 -biểu diễn. 
Phương trình trị riêng của Sz'- 


Sz^ = Sz^, 

hay 

(T -«)(::)="(:) 

Suy ra: h/2ci — SỵCi và — ^/2c2 = SzC2. Như vậy, ta có hai trường hỢp 
• khi Sz — ỉĩ/2 thì Ci 7 ^ 0; C2 == 0, 


khi Sz — —h/2 thì Ci = 0; C2 7 ^ 0. 



4. Toán tử spin 


241 


Từ điều kiện chuẩn hoá (8.30) ta tìm đuợc: Ci = và C2 = Nhu vậy, 
hàm riêng của toán tử Sz là: 


^{s.=h/2) = 



^is.=-h/2) = 


(8.32) 


Ví dụ 4.3.1: 

Tìm hàm riêng của toán tử hình chiếu Sx và Sy trong Sz biểu diễn. 

Lời giải 

Phuơng trình trị riêng của toán tử Sx là 


Sxự} = Sxíp, trong đó : 


nên ta có phnơng trình ma trận: 

2[i o)[cJ~ 2 



Khi Sx — +h/2 thì Cị — C2, khi Sx — —h/2 thì Cị — — C2. 

Từ điều kiện chuẩn hóa |cip + |c 2 p = 1, nên khi Sz — +h/2 thì 
C2 = khi Sz = -h/2 thì Cị = = -C2. 

Nhn vậy, hàm riêng của toán tử Sx là: 


/ 1 \ 

(p(s^=±h/ 2 ) — “S= , /3 là một hằng số thực bất kỳ. 

v2 ỵ ±1 y 


Tương tự, ta tính được hàm riêng của toán tử Sy là: 


3*7 




v/2 


Cl = 


(8.33) 


Tỉ 

1 


, 7 là một hằng số thực bất kỳ. 


(8.34) 
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§ 5 HỆ HẠT ĐỒNG NHẤT 

5.1 NGUYÊN LÝ KHÔNG PHÂN BIỆT CÁC HẠT ĐồNG NHẤT 

Người ta gọi các hạt đồng nhất là các hạt có cùng khối lượng, điện tích, 
spin... và trong những điều kiện vật lý giống nhau thì sẽ biểu hiện như nhau. 
Đối với các hạt cổ điển tuân theo cơ học Newton thì các hạt đồng nhất là có 
thể phân biệt được vì chúng có quỹ đạo xác định. Trong cơ học lượng tử tình 
hình sẽ khác hẳn. Vì hạt vi mô tuân theo nguyên lý bất định Heisenberg nên 
khái niệm quỹ đạo của hạt không còn ý nghĩa nủa. Nếu vị trí của hạt biết được 
chính xác tại một thời điểm nào đó thì tại thời điểm sau, tọa độ của chúng hoàn 
toàn không thể xác định được. Như vậy trong cơ học lượng tử về nguyên tắc 
không tồn tại khả năng cho phép ta theo dõi và phân biệt các hạt riêng rẻ trong 
một hệ hạt đồng nhất. Các hạt trong hệ hạt đồng nhất hoàn toàn mất hết “tính 
cá thể ”của mình. Nguyên lý không phân biệt các hạt đồng nhất có thể phát 
biểu như sau: “ Các hạt đồng nhất là không thể phân biệt đượC. Nói cách khác 
Hamitonian của hệ N hạt đồng nhất không thay đổi trong phép hoán vị tọa độ 
(spin và không gian) của các hạt bất kỳ ở trong hệ. 

Thật vậy, Hamiltonian của hệ N hạt đồng nhất là: 

N 1 

+ u {^i) + 

i,j=l J i 

(8.35) 

trong đó là tập hỢp các biến số không gian và biến số spin của hạt thứ i. Nếu 
ta hoán vị tọa độ của hai hạt bất kỳ trong hệ (ví dụ hạt thứ i và thứ j) thì theo 
(8.35), ta được: 

ỉ 

Điều này chứng tỏ Hamitonian của hệ không thay đổi trong phép hoán vị tọa 
độ hai hạt trong hệ. 




ỵ,Ê„ 


N ■ 

Ở(Í1,íi, = v 

Ỉ=1 _ 




2m 


■A, 
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5.2 TRẠNG THÁI Đốl XỨNG VÀ PHẢN Đốl XỨNG 

Gọi <^ 2 , ■ ■ ■ Cn) là hàm sóng ở trạng thái dừng của hệ N hạt đồng 

nhất. Nếu hoán vị tọa độ của hai hạt thứ i và j thì hàm sóng của hệ bây giờ là 
ộ{CiĩC 2 , ■■■CjĩCiĩ •••)• Theo nguyên lý hệ hạt đồng nhất thì hai hàm 'ộ Yầ ậ biểu 
diễn cùng một trạng thái, nghĩa là: ộ — cĩỊ), hay: 

'ộ{Cl,C2, ■ ■ -Cn) = Cĩp{^i,^2, ■ ■ -Cn), 

nếu hoán vị thêm 1 lần nữa {j ^ i) thì 

'ộ{Cĩ,C2, ■■■Ù, Cj, - ■ ■ Cn) = ■ ■ ■ Cn)- 

Từ đó ta thấy — 1 hay c = ±1. Như vậy ta có hai trường hỢp: 

= (8-36) 

...Ệi,Ệj,. . .Ện) ^ ■■■)■ (8.37) 

Trong trường hỢp (8.36) hàm sóng được gọi là đối xứng ĩps, còn hàm sóng ứng 
với trường hỢp (8.37) gọi là phản đối xứng Người ta chứng minh được 
rằng hệ hạt đồng nhất chỉ có thể ở một trong hai trạng thái đối xứng hoặc phản 
đối xứng và trạng thái đó không đổi theo thời gian. Thực nghiệm chứng tỏ rằng 
các hạt trong tự nhiên thuộc về hai lớp khác nhau. Lớp thứ nhất là các hạt có 
spin bằng một số nguyên lần hằng số Planck: 

s = Nh V = 0,1, 2.... 

Trạng thái của các hạt này được mô tả bởi hàm sóng đối xứng. Các hạt như 
thế được gọi là hạt Boson. Trong vật lý thống kê các hạt này tuân theo thống 
kê Bose-Einstein. Ngược lại, các hạt có spin bằng một nửa số nguyên của hằng 
số Planck 

s^{N+l/2)h, v = 0,l,2.... 

^ký hiệu s là viết tắt của symmetric=đối xứng, a: viết tắt của asymmetric=phản đối xứng 
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được mô tả bởi hàm sóng phản đối xứng. Các hạt này được gọi là hạt Permion 
và tuân theo thống kê Fermi-Dirac. Các hạt Boson gồm: TT-meson (s=0), photon 
(s = 1 ), deuteron (s=l), hạt a (s= 0 ). Các hạt Permion gồm: electron, proton, 
neutron, neutrino..., tất cả đều có s — 1 / 2 . 

5.3 HÀM SÓNG CỦA HỆ HẠT ĐồNG NHẤT không tương 
TÁC 


Xét hệ N hạt đồng nhất không tương tác. Hàm sóng của hệ là nghiệm của 
phương trình Schrodinger dừng: 



Í*(Íi,Í2.-Ín) = £í*(Íi.Í2.-ÍA') 


(8.38) 


Do các hạt là độc lập, nên nghiệm của phương trình (8.38) có thể viết dưới 
dạng tích các hàm sóng của các hạt riêng lẻ: 


■■■Cn) = V^ai(ư)'«/a2(6)---V^ajvưiv), (8.39) 

trong đó ttị là tập hỢp các số lượng tử đặc trưng cho trạng thái của hạt thứ i. 
Hàm 'ộa^{íi) chính là nghiệm của phương trình Schrodinger cho một hạt: 

-|/Aì + C/{Íì) = EỶcÁịi)- (8-40) 

Vì phương trình (8.40) là tuyến tính nên tổ hỢp tuyến tính của các nghiệm 
(8.39) cũng là nghiệm của nó. Do vậy, ta có thể chọn những tổ hỢp tuyến tính 
của (8.39) để thoả mãn những yêu cầu đối xứng cần thiết. 

Trước hết ta xét trường hỢp hệ chỉ có hai hạt. 

Các hàm sóng của hệ trước và sau khi hoán vị hai hạt là: 


= ' 0 ai(ư)V'a 2 Ư 2 ) và ^^ 2 ( 6 , 6 ) = 'ỉ/ai ( 6 )V'a 2 ( 6 )• 

Hai hàm '?/i(ư)'^ 2 ) và 'Ộ 2 {íi,Í 2 ) đều ứng cùng một giá trị năng lượng. Vậy tổ 
hỢp tuyến tính của hai hàm này cũng ứng với cùng một năng lượng. Như vậy, 
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khi hoán vị vị trí hai hạt trong hệ, thì hàm sóng của hệ tương ứng cho trường 
hỢp đối xứng và phản đối xứng là: 


ĩỊjs = Ci {Ìl)ĩỊ^a2 ( 6 ) + '002 ( 6 )], ( 8 - 41 ) 

= Ci[ĩịjaAỉMa2{Í2) - '0a2 (6)V'ai (6)] • (8.42) 

Hệ số Cị và C 2 trong 2 biểu thức trên được xác định từ điều kiện chuẩn hoá: 

j \'ộs\‘^dCidC 2 = 1 và y \ĩpa\‘^dCidC 2 = 1, 

từ đó ta tìm được: Cị = l/>/2 và C2 = l/\/2. 

Biểu thức (8.41) và (8.42) có thể viết dưới dạng tổng quát như sau: 

^^^(6,6) = ^5^^V'«i(6)V'a2(6), (8.43) 

^^«(6,6) = ^^(-l)^^V'al(6)V'a2(6), (8.44) 

trong đó V là toán tử hoán vị, tổng lấy theo các hoán vị khả dĩ, (—1)^ = 1 đối 

với trường hỢp hoán vị chẵn (nghĩa là hoán vị cả , ^2 và Q;i,a 2 ), trong lúc 

đó (—1)^ = — 1 đối với trường hỢp hoán vị lẽ (nghĩa là hoán vị , <^2 nhưng 
không « 1 , «2 hoặc ngược lại). Chú ý rằng biểu thức (8.44) có thể viết dưới dạng 
định thức Slater như sau: 




'ộaliCl) 'ộal{C2) 
'Ộa2{^l) 'Ộa2{^2) 


Một cách tổng quát, ta có thể viết hàm sóng cho trường hỢp N hạt. 

Đối với hệ hạt Boson: 

'Ộs{Ệi,Ệ2,---,Ện) = -^^:PV'ai(6)V'a2(6) • • •V'ajv(^v), (8.45) 

Đối với hệ Permion: 

'ộa{Cl,C2, - ■ ■ ,Cn) = -^^(-l)^:PV'ai(6)V'a2(6) • • •'0a;v(^iv)> (8-46) 
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Biểu thức (8.46) được viết dưới dạng định thức Slater: 




1 

ựN\ 


'ộaÁCl) 

V^a2 (6) 'Ộữ2 ( 1 ^ 2 ) • • • 'Ộa2 {Cn) 
'ộoiN (a) 'ộoiN ((^ 2 ) • • • 'ỘoimÌ.^N^ 


(8.47) 


Hệ thức (8.45) và (8.46) nghiệm đúng đối với trường hỢp các chỉ số « 1 , « 2 , ■ ■ ■ ,aN 
là hoàn toàn khác nhau. Trong trường hỢp nếu có một số trạng thái trùng nhau 
thì: 


• Đối với hệ hạt Boson: Hàm sóng có dạng 

'ộs{^l,^2, = Y - P'ộai{^l)'ộa2{^2)---'ộaN{^N), (8.48) 

’ p 

trong đó Nị là số các chỉ số có cùng giá trị như nhau aị. Yí dụ, đối với 
trường hỢp 3 hạt Boson với ai — a 2 — a, hàm sóng của hệ có dạng: 

V^.(a,6,6) = Y|^^V^ai(6)V^a2(6)V^«3(6) 

p 

1 

= ^[V^«(6)V^«(6)V^«3(6) (8.49) 

+'ộa{^l)'ộas{^2)'ộa{^3) 

+ ' 0 « 3 ( 6 )V'a( 6 )V'a( 6 )]- 


• Đối với hệ hạt Permion nếu có hai chỉ số trùng nhau thì hàm sóng sẽ bằng 
không, chẳng hạn khi ai — «2 thì định thức trong (8.47) triệt tiêu vì có 
hai hàng giống nhau. 

Ví dụ 5.1: 

Xét một hệ hạt không tương tác gồm 3 hạt chuyển động trong giếng thế một 
chiều vuông góc sâu vô hạn bề rộng a. Xác định năng lượng và hàm sóng của hệ 
ở trạng thái cơ bản và trạng thái kích thích thứ nhất và thứ hai cho các trường 
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hỢp sau: 

a) Hệ hạt không có spin và phân biệt đnợc với khối Inợng mi < 1712 < m 3 , 

b) Hệ hạt Boson đồng nhất, 

c) Hệ hạt Permion đồng nhất có spin 1/2. 

Lời giải 

Do các hạt chuyển động độc lập nhau nên phnơng trình Schrodingercủa hệ 
3 hạt trong giếng thế 

'ộni ,« 2,713 {x\^X2iX‘ị) — 

«1,«2,«3 (xi,X2,X3), 

CÓ thể tách thành 3 phnơng trình cho từng hạt riêng lẻ: 


E 


2 mj dx"^ 


d^ĩị)n^{Xi) 
2m,: dx‘ị 


^níộniip^i) ì 'í — 1)2, 3, 


trong đó 


n^T^ nị / N _ ./2 

—- WnẢXi) — \ - sin ——Xi 

2miO? ’ ^ Va Va 


Năng Inợng và hàm sóng toàn phần của hệ là: 


«1,112,713 


Ỷ. 


«1,«2,«3 


ỊV n|^ n|\ 

20^ \mi 777,2 073 / 

{xi,X 2 , Xs) = sin sin sin 


0377 

a 


-Xs 


a) Hệ hạt phân biệt đnợc với s=0: 

(i) Trạng thái cơ bản của hệ tương ứng với trường hỢp khi cả 3 hạt đều ở 
trạng thái cơ bản, 77-1 = 77-2 = 03 = 1, vì vậy 

£“>' = £ 1 , 1.1 = 1 ^( 2 -+ 2 -+ 4-). 

2a ^ \777 i 7772 073/ 

= V^i,i,i(a:i,X2,X3) = (a^o (a^o (a^o ■ 


(ii) Trạng thái kích thích thứ nhất ứng với trường hỢp hạt thứ 3 (có khối lượng 
lớn nhất) ở mức 77-3 = 2, trong lúc hạt 1 và hạt 2 vẫn ở mức 77-1 = 77-2 = 1, năng 
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lượngvà hàm sóng tương ứng là: 



(iii) Trạng thái kích thích thứ hai tương ứng với trường hỢp khi hạt 2 và hạt 
3 ở mức n 2 — riỊ — 2, còn hạt 1 ở mức ni = 1: 



b) Hệ hạt Boson đồng nhất: 

(i) Do hạt là Boson nên cả ba hạt đều ở trạng thái cơ bản với năng lượng 
thấp nhất: 



(ii) Trạng thái kích thích thứ nhất ứng với trường hỢp hai hạt ở mức 77-1 = 1 
và hạt còn lại ở mức 773 = 2,như vậy: 

+ Năng lượng = 2ei + £2 = 2ei + 4ei = 6£i = 

+ Hàm sóng: Vì các hạt là đồng nhất nên ta không thể nói hạt nào ở trạng thái 
nào mà ta chỉ có thể nói hai hạt ở trạng thái ĩpi và hạt còn lại ở trạng thái Ip2- 
Vì giá trị 77 = 1 xuất hiện 2 lần nên áp dụng công thức (8.48), ta được: 

ĩp^^\xi,X2,X3) = y ^['ộl{xi)'ội{x2)'Ộ2{xs) +'ội{xi)'Ộ2{x2)'ộl{xs) 

+ 'Ộ2{xi)'Ội{x2)'Ội{x3)]. 

(iii) Trạng thái kích thích thứ hai ứng với trường hỢp một hạt ở mức 77 = 2 và 
2 hạt còn lại ở mức 77 = 2, ta được: 
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+ Năng lượng = Ei + 2^2 = £i + 8^2 = 9ei = 1^, 

+ Hàm sóng: Vì ta có 2 hạt ở trạng thái Ip2 và hạt còn lại ở trạng thái ĩpi, nên 
n — 2 xuất hiện 2 lần, áp dụng công thức (8.48), ta được: 


'ộ^^\xi,X2,X3) = 


y ^['Ội{xi)'Ộ2{x2)'Ộ2{xs) + 'Ộ2{xi)ĩpi{x2)'Ộ2{xs) 


+ 'Ộ2{xi)'Ộ2{x2)'ộl{x3)]. 


c) Hệ hạt Permion đồng nhất với s=l/2: 

(i) Trạng thái cơ bản ứng với trường hỢp 2 hạt ở trạng thái thấp nhất ĩpi với 
spin đối song (1 hạt có spin hướng lên 1 + >= 12 ) 2 ’ ^ hướng xuống 

|— >= \ị,—ị). Hạt thứ 3 ở trạng thái 'ỉ /^2 với spin bất kỳ (có thể hướng lên 
hoặc hướng xuống: |± >= |ỉ, ±|). Năng lượng của trạng thái cơ bản là: 

+ Năng lượng = 2£i + £2 = 2ei + 4ei = 6 £i = 

+ Hàm sóng ứng với trạng thái cơ bản là phản đối xứng và có dạng: 


ĩỊj^^\xi,X2,Xs) = ^ 


'ội{xi)x{Si) 

Ì^i{xi)x{Si) 

'ệ2{xi)x{Si) 


'ộl{x2)x{S2) 

'ộl{x2)x{S2) 

'Ộ2{x2)x{S2) 


^i{.Xĩ)x{Si) 

'ội{xĩ)x{Sĩ) 

'Ộ2{Xĩ)x{Sz) 


Trạng thái này suy biến bậc 4 vì có 4 cách để sắp xếp spin của 3 hạt (xem Hình 

8 . 2 ). 

Vì x(S'i) = |± >, x(S' 2 ) = |± > và x(‘S' 3 ) = |± > nên phải lự chọn các trạng 
thái spin này sao cho không có 2 hàng hoặc hai cột của định thức (5.3) giống 
nhau, chẳng hạn: 


ìỊj^^\xi,X2,x^) = ^ 


ĩỊjl{xi)\+> '0l(x2)|- > 'ộl{xs)\+ > 


ĩpl{xi)\- > '0l(x2)|+ > 'ộl{xs)\+ > 
'Ộ2{xi)\+> '02(a^2)|+> '02(2^3)1- > 


(ii) Trạng thái kích thích thứ nhất tương ứng với một hạt ở trạng thái thấp 
nhất ĩpi (hướng spin bất kỳ) và hai hạt ở trạng thái v ^2 (1 hạt có spin hướng 
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lên, 1 hạt có spin hướng xuống). Có 4 cách để sắp xếp spin của 3 hạt như ở 
Hình 8.2: 

'ệi{xi)x{Si) 'ệi{x2)x{S2) 'ệi{xs)x{S 3 ) 

^ 'ệ2{xi)x{Sl) 'Ộ2{x2)x{S2) 'Ộ2{xz)x{Sz) 
'Ộ2{xi)x{Sl) 'Ộ2{x2)x{S2) 'Ộ2{xz)x{Sĩ)- 

Năng lượng tương ứng là: — £i + 2^2 — £i + 8 ei = 9£i = 

(iii) Trạng thái kích thích thứ hai ứng với trường hỢp 2 hạt ở trạng thái ĩpi 
(hướng spin đối nhau) và hạt thứ ba ở trạng thái ĩps (hướng spin bất kỳ). Trạng 
thái này cũng có 4 cách sắp xếp spin, vì vập suy biến bậc 4: 

' 4 ^l{xi)x{Sl) 'ệl{x2)x{S2) A{x 3 )x{S 3 ) 
V^(^)(xi,X 2 ,X 3 ) = ^ ĩị;i{xi)x{Sl) 'ệl{x2)x{S2) A{x 3 )x{S 3 ) 

'ệ 3 {xi)x{Sl) 'Ộ 3 {x 2 )x{S 2 ) 'Ộ 3 {x 3 )x{S 3 )- 

Năng lượng tương ứng là: — 2£i + £3 = 2£i + 9ei = ll£i = ^ 2 ma^ ■ 




Hình 8.2: Sự phân bố các hạt trên các mức năng lượngcủa trạng thái cơ bản (SO), trạng thái 
kích thích thứ nhất (Sl) và trạng thái kích thích thứ hai (S2) đối với hệ 3 hạt đồng nhất 
không tương tác chuyển động trong giếng thế một chiều vuông góc sâu vô hạn. 
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5.4 NGUYÊN LÝ LOẠI TRỪ PAULI 

Xét một hệ N hạt Permion. Giả sử trong hệ có hai hạt ở trong cùng một chỉ 
số trạng thái lúc đó hàm sóng của hệ bằng không, nghĩa xlà hệ không tồn tại. 
Để cho hệ tồn tại, nghĩa ỉầ ĩpa ^ thì các chỉ số trạng trái của các hạt trong hệ 
phải khác nhau. Từ đó ta có nguyên lý loại trừ Paul! như sau: 

Trong một hệ hạt Termion đồng nhất, không thể có hai hạt ở cùng một trạng 
thái. 

Chẳng hạn đối với nguyên tử mà electron được đặc trưng bởi bộ bốn số 
lượng tử n, i, m, rUg thì không thể có hai electron có cùng trạng thái. Nguyên lý 
Paul! là nguyên lý quan trọng nhất chi phối cấu trúc của nguyên tử vì thế nó 
cho ta hiểu được tính quy luật của cấu trúc của nguyên tử có nhiều electron và 
của các hạt nhân phức tạp. cần lưu ý rằng nguyên lý này do Wolfgang Paul! ^ 
nêu ra năm 1925 trên cơ sở phân tích phổ phát xạ của các nguyên tử phức tạp. 

§ 6 TÓM TẮT CHƯƠNG 8 

• Spin của hạt vi mô là một đại lượng mới, chưa có tiền lệ trong cơ cổ điển. 
Đây là đại lượng gắn liền với lưỡng tính sóng-hạt của hạt vi mô. 

• Do spin là mô-men động lượng riêng của hạt nên ta có thể sử dụng các hệ 
thức giao hoán và phương trình trị riêng của toán tử mô-men động lượng 
quỹ đạo vào việc mô tả toán tử spin. Toán tử spin của hạt có spin 1/2 
được biểu diễn dưới dạng các ma trận (2x2). Trong Sz biểu diễn, dạng của 
chúng được cho bởi các biểu thức (8.25) và (8.26). 

• Hàm sóng của một hệ hạt đồng nhất không tương tác có thể biểu diễn 

^Wolfgang Pauli (1900-1958): Nhà Vật lý Mỹ gốc Ao, từng giảng dạy Vật lý tại Đại học Gottinggen, 
Copenhagen và Hamburg. Từ năm 1928 là giáo sư vật lý lý thuyết tại Học viện kỹ thuật Zurich và 
cũng là giáo sư thỉnh giảng của Học viện Nghiên cứu cao cấp Princeton, New Jersey. Năm 1925 ông 
đưa ra nguyên lý loại trừ (exclusion principle) mang tên mình, ngoài ra năm 1935 ông còn đề ra giả 
thuyết về sự tồn tại của Neutrino. ông được giải Nobel về Vật lý năm 1945 
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dưới dạng tổng các tích hàm sóng của từng hạt riêng rẽ trong đó có tính 
đến tính chất đối xứng hoặc phản đối xứng khi hoán vị các hạt. Hàm sóng 
của hệ hạt Boson có dạng (8.48) và hàm sóng của hệ hạt Permion được 
biểu diễn dưới bằng định thức Slater dạng (8.46). Từ định thức Slater ta 
suy ra được nguyên lý loại trừ Pauli cho hệ hạt Permion đồng nhất không 
tương tác. 


§ 7 BÀI TẬP CHƯƠNG 8 

1 . Cho hệ thức 

g.AG^g-.AG = i +jA[G,i] + l^[ỡ,[G,i]l + .... (8.50) 

hãy chứng rằng nếu Sx,Sy, Sz là các toán tử hình chiếu spin thì 

QQg (p — Sy sin ip, 

^iSzự>/hg^^-iSzự>/h _ gQg ^ + ằx sin ÌỌ. 

2 . (a) Chứng minh rằng toán tử 8“^ và Sz giao hoán với nhau 

(b) Chứng tỏ rằng hệ hàm riêng của Sz làm chéo hóa ma trận của toán tử 

(c) Tìm trị riêng của toán tử S'2. 

3. Tìm kết quả tác dụng của toán tử Sx + ỉSy và Sx — iSy lên các hàm riêng 
l+l) và | — 2 ) của Sz. Nêu ý nghĩa của 2 toán tử này. 

4. Xét một hệ gồm 3 hạt đồng nhất không tương tác có cùng trạng thái spin 
\ị,ị >. được nhốt trong mọt giếng thế 1 chiều vuông góc sâu vô hạn bề 
rộng a. Xác định năng lượngvà hàm sóng của hệ ở trạng thái cơ bản, trạng 
thái kích thích thứ nhất, thứ hai. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 

1 . Sử dụng hệ thức (8.50) và các hệ thức 

ta được 

+ ẩ (ĩ)" + 1 (f + ... 

= &[! “ lĩ + 4? “ ...] “ Ssll - 'm+'Ệ - ...] = ằ^cosip- SySmifi. 
Tương tự, ta chứng minh được hệ thức thứ hai. 

2 . (a) Chứng minh = 0: Chứng minh tương tự như chứng minh hệ 

thức [í/^, í/^] = 0 ở chương II. 

(b) S^ = SĨ + SỊ + Sĩ = (hl2)Hol + aỉ + aĩ). 

Vì = /, với ma trận đơn vị 



Như vậy, ma trận bị chéo hóa. 

(c) Trị riêng của ứng với hàm riêng I + I) là 



Tương tự, trị riêng của ứng với hàm riêng I — là 

^2 1\ _ĩ,h^ ( I \ ( <ò \ _ĩ,h^ ( <ồ \ _ĩ,h^ 1 \ 

^2/"XỊ^o 1 ) [i ) ~^[i ) ~2/- 

Như vậy, trị riêng của toán tử ứng với hai hàm riêng [± 2 ) nhau 

và bằng 3^^/4. 
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3. Tác dụng của toán tử Sx + iSy lên ± 2 )’ 


{Sx + iSy) “*“ 2 ^ ~ 





= 0 


và 


(Sx + ÌSy) 



Đối với toán tử Sx — iSy ta có: 


(Sx-lSy) 


+ 2 ) = 






và 



Ta thấy rằng tóan tử 5'+ tăng spin theo trục z từ —h/2 lên +h/2 nên được 
gọi là tóan tử spin nâng (spin-raising), toán tử này tương tự như toán tử 
mô-men động lượng L_|_. Ngược lại, toán tử S- giảm spin theo trục z từ 
+h/2 xuống —h/2 nên được gọi là toán tử spin hạ (spin-lowering), toán 
tử này tương tự như toán tử mô-men động lượng L_. 


4 Hàm sóng của hệ hạt đồng nhất Termion là phản đối xứng. Vì cả 3 hạt 
cùng trạng thái spin nên không thể có 2 hạt cùng trạng thái vì vậy mỗi 
mức chỉ chứ 1 hạt. 

(i) Trạng thái cơ bản ứng với trường hỢp 3 mức thấp nhất bị chiếm 
n = 1, 2,3 bởi một hạt. Năng lượng và hàm sóng là: 

£;(0) ^ + £2 + £3 = £1 + 4£i + 9ei = 14£i = 

1 

'ộ^^\xi,X2,Xs) = 


'Ộl{x2) 'ộlixs) 
'Ộ2{xi) 'Ộ2{X2) 'Ộ2ÌX3) 
'ệsixi) 'ệ3{x2) 'ệsixs) 


1 1 ' 
2 ’ 2 
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(ii) Trạng thái kích thích thứ nhất nhận được từ trạng thái cơ bản bằng 
cách chuyển hạt thứ ba từ mức thứ 3 lên mức thứ 4, như vậy các mức bị 


chiếm là n = 1, 2,4. 

+ Năng lượng ở trạng thái này là: — £i+ £2 + Eị — £i+ 4£i + 16ei = 


2_2 


01 ^ _ 21^^77 

- 2W ’ 

+ Hàm sóng tương ứng: 


ìỊj^'^\xi,X2,x^) = ^ 


ĩỊji{x 2) 'ộl{xz) 
'Ộ2{xi) 'Ộ2{X2) 'Ộ2 {x3) 
'ệáixi) 'ệ4{x2) 'ệịixs) 



(iii) Trạng thái kích thích thứ hai nhận được từ trạng thái thứ nhất bằng 
cách chuyển một hạt từ mức thứ 2 lên mức thứ 3, như vậy các mức bị 
chiếm là n = 1,3,4. 

+ Năng lượng ở trạng thái này là: — £ 1 + £ 2 , + £ị — £1 + 9£i + 16£i = 


+ Hàm sóng tương ứng: 


ì^^‘^\xi,X2,X^) = ^ 


^l{.Xi) ĩỊJi{x2) V^i(x3) 
'ệĩ{xi) 'lị)ĩ{x2) 'ệsixs) 
'ệáixi) 'ệ4{x2) 'ệịixs) 
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Lý thuyết nhiễu loạn 

§ MỤC TIÊU CỦA CHƯƠNG 

• Mục tiêu của chương này là khảo sát lý thuyết nhiễu loạn, đó là một trong 
các phương pháp gần đúng để giải các bài toán thực tế trong cơ học lượng tử. 
Có hai loại lý thuyết nhiễu loạn được khảo sát chi tiết ở chương này, đó là lý 
thuyết nhiễu loạn không phụ thuộc thời gian (nhiễu loạn dừng) và nhiễu loạn 
phụ thuộc thời gian (nhiễu loạn không dừng). Trong nhiễu loạn dừng ta sẽ khảo 
sát hai trường hỢp, đó là không suy biến và có suy biến. Đối với trường hỢp 
nhiễu loạn không dừng ta sẽ khảo sát xác suất dịch chuyển trạng thái do tác 
dụng của nhiễu loạn. 

• Sau khi học xong chương này, sinh viên sẽ nắm được các ý tưởng về cách 
giải gần đúng phương trình Schrodinger bằng phương pháp nhiễu loạn. Sinh 
viên cũng sẽ nắm được lý thuyết cơ bản về các loại nhiễu loạn, từ đó có thể giải 
được các bài toán đơn giản liên quan đến nhiễu loạn. 

§ 1 KHÁI NIỆM VỀ LÝ THUYẾT NHlỂU LOẠN 

Trong chương IV chúng ta đã áp dụng phương trình Schrodinger để giải 
một số bài toán đơn giản (hạt trong hố thế, dao động tử điều hòa, nguyên tử 
Hydro...). Để giải các bài toán trên ta cũng đã thực hiện một số phép tính khá 
phức tạp. Tuy nhiên, các bài toán thực tế trong cơ học lượng tử (chẳng hạn 
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như bài toán về các hệ nguyên tử và hạt nhân, bài toán về chuyển động của 
electron trong tinh thể...) còn phức tạp hơn nhiều khi số hạng thế năng trong 
Hamiltonian có dạng phức tạp mà bài toán giải phương trình Schrodinger dừng 
không giải quyết được. Hơn nủa, khi thế năng phụ thuộc vào thời gian thì lý 
thuyết phương trình Schrodinger dừng không áp dụng được. Vì vậy, để giải các 
bài toán này người ta phải dùng các phương pháp gần đúng. Một trong các 
phương pháp đó là lý thuyết nhiễu loạn. 

Ý tưởng của lý thuyết nhiễu loạn là tìm nghiệm gần đúng (trị riêng và hàm 
riêng) của các hệ thực, không khác nhiều lắm so với nghiệm chính xác của hệ 
đã lý tưởng hóa. Nếu nhiễu loạn là bé thì năng lượng và hàm trạng thái của hệ 
nhiễu loạn có thể được biểu diễn dưới dạng các “bổ chính” của hệ chưa nhiễn 
loạn. Các bổ chính này phải bé so với nghiệm chính xác (ta gọi là bổ chính bậc 
không). 

Ta xét một hệ vi mô có Hamiltonian không phụ thuộc tường minh vào thời 
gian. Phương trình Schrodinger dừng của hệ có dạng: 

HĩỊj = EĩỊj. (9.1) 

Giả sử toán tử H có thể được tách thành hai thành phần: 

H^Hq + W, (9.2) 

trong đó Hq là Hamiltonian hệ không nhiễu loạn, được mô tả bởi phương trình: 

Hoi,ỷ = Eíỉ»i^íỉ>\ (9.3) 

Số hạng w diễn tả tác dụng của bên ngoài lên hệ, được gọi là toán tử nhiễu 
loạn. Toán tử nhiễu loạn có thể là một phần của toán tử Hamilton đã không 
được xét đến trong bài toán lý tưởng hóa, hay thế năng của các trường ngoài 
(ví dụ: nguyên tử đặt trong điện trường, từ trường...). Tác dụng của toán tử 
nhiễu loạn phải được xem là bé so với tác dụng của toán tử không nhiễu loạn 
Hq. Nếu toán tử nhiễu loạn không phụ thuộc thời gian thì gọi là nhiễu loạn 
dừng, trường hỢp ngược lại thì gọi là nhiễu loạn không dừng. 
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Mục đích của bài toán nhiễu loạn không phụ thuộc thời gian (còn gọi là nhiễu 
loạn dừng) là tìm biểu thức của năng lượng và các hàm sóng của các trạng thái 
dừng phụ thuộc vào năng lượng và hàm sóng đã biết của hệ khi chưa có nhiễu 
loạn. Mục đích của bài toán nhiễu loạn không dừng là tìm xác suất dịch chuyển 
các trạng thái dưới tác dụng của nhiễu loạn biến thiên theo thời gian, từ đó 
đưa ra các quy tắc lọc lựa và quy tắc vàng Fermi. Nếu năng lượng En'^ trong 
phương trình (9.3) không suy biến thì được gọi nhiễu loạn được gọi là không 
suy biến, trường hỢp ngược lại được gọi là suy biến. 

§ 2 NHIỄU LOẠN KHÔNG PHỤ THUỘC THỜI GIAN 
2.1 NHIỄU LOẠN DỪNG KHÔNG SUY BIẾN 

Bài toán đặt ra là ta cần giải phương trình 

{Èq + W)ĩp = EĩỊj (9.4) 

khi đã biết nghiệm En ^ và 'ộn '^ của phương trình (9.3). Ta xét bài toán trong 
trường hỢp toán tử w không phụ thuộc thời gian và năng lượng En'^ có phổ 
rời không suy biến. 

Khai triển hàm 'ộ thành chuỗi theo các hàm 'ộn^ : ìỊj — Cn'ộn"^ rồi thay vào 
(9.4), ta được 

n n 

Nhân vô hướng hai vế phương trình trên cho 

n n 

+ (9.5) 

n n 

Sử dụng điều kiện trực chuẩn của hàm 'ộn'^ ta được: 

''y ^ HmnC-n — Uc^, (9-6) 
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trong đó: 

+ {i>'S’\W\i,'ỉ^). (9.7) 

Trong vế phải của {9.7), số hạng thứ nhất là Bnổmn, số hạng thứ hai chính là 
phần tử ma trận của toán tử nhiễu loạn Wmn- Như vậy, phương trình (9.6) trở 
thành: 

^{E^^^rnn + Wmn)Cn = ECm- (9.8) 

n 

Trong phương trình này, ta tách số hạng n — m trong dấu tổng và viết lại 
phương trình dưới dạng: 

+ ^mn ~ E)Cm + ^dnnCn = 0. (9.9) 

n^m 

Ta thấy phương trình (9.9) chính là phương trình (9.4) trong E-biểu diễn. 

Để giải phương trình này, ta đặt w — XV, trong đó A là một thông số bé không 
có thứ nguyên, được gọi là thông số nhiễu loạn. Phương trình (9.9) bây giờ trở 
thành: 

~ E)Cra + VmnCn — 0, (9.10) 

n^m 

trong đó phần tử ma trận V có dạng: Vmn — {'ộm \v\i’'S') 

Để giải phương trình (9.10), ta xét mức năng lượng thứ k và khai triển các hệ 
số Cm và năng lượng Eỵ thành chuỗi theo thông số nhiễu loạn A: 

+ . . . ; Cm^ V + • • • , (9.11) 


thay vào (9.10), ta được 

(Eiỉí> - 4“ > - A£P - + ... \Vr„„ỵc<ỉi> + Acíi* + A^cỊ^) + .. 

+ A + Acl^^ + A^cP^ + .. 

1 /A / ^ ymn\^n ' ^'-'n ' ^ '-'n 1 • • 


•) = 0 , 


n^m 


(9.12) 
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gộp các số hạng có cùng bậc luỹ thừa của A: 

(sS' - Ef'’)c‘SỈ + + E 

n^m 

+ [{14.„ - £;P)cíÌ’ - -Ef ’c!S' + (Et^ - Ef')éS + ^ v„„cm + .,,]= 0, 

n^m 

(9.13) 


Ta giải phương trình này bằng phương pháp gần đúng liên tiếp: 

a) Phép gần đúng bậc không: 

Đây là trường hỢp không có nhiễu loạn, A = 0, phương trình (9.13) trở 
thành: {Em - Ef'’)cm = 0, hay: 


ES> = Ef ^ cL"* ^ 0 và 4? ^ 4“> ^ = 0, (9.14) 


từ đó, ta được: 

Cm = ^mk- (9.15) 

b) Phép gần đúng bậc nhất: 

Trường hỢp này ta có A 0, A^ = 0. Thay (9.15) vào (9.10), ta được: 

{£^4 - £4)<5v.*+( n.™ - 4‘’)<5 ».ì-+{£ t“> - 4“ + E 

n^m 

* Để tìm bổ chính năng lượng ta xét trường hỢp m = k, lúc đó (9.16) trở thành 

(Vtt - 4'’) = 0 ^ 4'’ = Vkk = {4“Ti4“’>- (9-17) 

* Để tìm bổ chính hàm sóng ta xét trường hỢp m k, lúc đó (9.16) trở thành: 

(£S’ - 4“’)4' +14.1 = 0 ^ 4 )= m 4 (9,18) 

Eị — Em 

c) Phép gần đúng bậc hai: 

Trường hỢp này A^ 7 ^ 0; thay (9.15) và (9.18) vào (9.16) ta được: 

(V,n„ - - eĩ>5^, + (sS' - 4»')4' + E = “■ 

(9.19) 
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* Để tìm bổ chính năng lượng trong phép gần đúng bậc hai, ta xét trường hỢp 
m — k, lúc đó phương trình (9.19) cho ta: 


p( 2 ) _ yknynk _ |ì 4 np 

^ Tpi^) _ 

ny^k ^k ri^k J^n 


(9.20) 


* Để tìm bổ chính về hàm sóng trong phép gần đúng bậc hai, ta xét trường hỢp 
m ^ k, lúc đó từ phương trình (9.19) ta được: 

ymk . /T^cnì t^ÍOÌn (2^ . ymnynk 


(^17171 h/j/j) 




(E„ - Et)éỉ! = 


+ (sS' - Ef^)éỉ! + ^ 

n^k ^k 

ykkymk ymmymk \ ' ymny^nk 




= 0 


77 ( 0 ) _ 


TTiíO) _ 


E 


p(0)_ 


Gộp số hạng thứ hai ở vế phải vào dấu tổng theo n (bao gồm n = m), ta có hệ 
thức của Cm' 



VkkVr 


kk y mk 


[ zp(y _^ í 

\^k ) n^k,mj^k y^k )[j^ỵ hm ) 


ymrìynk 


(9.21) 


Kết quả của lý thuyết nhiễu loạn dừng không suy biến là ta được nghiệm của 
phương trình (9.4) như sau (giới hạn ở phép gần đúng bậc hai): 


Ek = 4°) + XEịl) + \^Ef^ + 

= 4 °) + XVkk + X^Y. 




( 4 °) - ED 
= 4 °) + Wkk + ^ (J^-^E^^h ^ 

n^k \^k ) 


( 0 )' 


(9.22) 


Hàm sóng ứng với năng lượng Eỵ là: 


^k = Y. 



m 


Thay các hệ số Cm từ (9.15), (9.18) và (9.21) và lưu ý ỊT = XV, ta được biểu 
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thức của hàm sóng trong phép gần đúng bậc hai: 


= h“> + E 


'sp Wmk Ị{ữ) 

^ p(0) _ p(0) 

m^k ^k -^m 


^mnWnk 
m^k,n^k \^k ) 


J.(0) '^kkWmk 

m^k \^k ) 


(9.23) 


tí' + ... 


Phương pháp nêu trên của lý thuyết nhiễu loạn chỉ ứng dụng được trong 
trường hỢp nếu chuỗi các phép gần đúng liên tiếp hội tụ. Điều này xảy ra khi 
mỗi số hiệu chính sau phải nhỏ hơn số hiệu chính trước. Như vậy điều kiện để 
có thể ứng dụng lý thuyết nhiễu loạn có thể viết dưới dạng: 


\w„,\ « - 4 “' 


(9.24) 


Do đó, điều kiện để ứng dụng lý thuyết nhiễu loạn qui về việc đòi hỏi các phần 
tử ma trận không chéo của toán tử nhiễu loạn phải nhỏ so với giá trị tuyệt đối 
của hiệu các giá trị tương ứng của năng lượng khi không có nhiễu loạn. Ví dụ 

2 . 1 : 

Trong phép gần đúng bậc nhất của lý thuyết nhiễu loạn, hãy tính năng lượng 
ứng với ba trạng thái đầu tiên của hạt trong giếng thế bề rộng a bị biến dạng 
như ở hình vẽ bên. 


Bài giải 

Theo sơ đồ thế năng ở hình vẽ bên 
thì giếng thế bị biến dạng bởi tam giác 
OAB. Phần biến dạng này được xem là 
một nhiễu loạn với toán tử nhiễu loạn có 
dạng: ỊT = {VQ/a)x. Năng lượng ứng với 
ba trạng thái đầu tiên của hạt trong giếng 
bị biến dạng trong phép gần đúng bậc nhất 
là: 
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trong đó ba mức năng lượng đầu tiên khi chưa nhiễu loạn theo bài toán giếng 
ljti0 là" 

.(0) ^ .(0) ^ .(0) ^ 

ma^ ma^ 2ma^ 

số hạng bổ chính bậc nhất của năng lượng được tính theo công thức (9.17) là: 

£<*' =< >, É" =< >, £;f =< >. 

(9.25) 

trong đó 

4 «) = .ỉĩsin-x, = \Ịĩsm—x, = \fĩsm—x. 

Thay dạng của hàm sóng và toán tử nhiễu loạn vào (9.25) ta tính được: 

p(0)_ 

— ^2 — -^3 — 2 ' 

Như vậy, các mức năng lượng cần tìm là: 

( 0 ) ^ TT^Ĩl^ Vo_ ( 0 ) ^ ‘ỈTT^Ĩl^ Vo_ ( 0 ) ^ Vq 

^ 2ma2 ^ 2 ’ 2 rna^ 2' 3 2ma2 ^ 2 ■ 

2.2 NHIỄU LOẠN DỪNG có SUY BIẾN 

Bây giờ ta giả sử rằng trong phép gần đúng bậc không mức năng lượng En'^ 

suy biến bội f. Khi đó hàm sóng trong phép gần đúng bậc không là tổ hỢp tuyến 

tính của các hàm riêng ứng với các trị riêng suy biến: 

^ (9.26) 

trong đó hàm là nghiệm của phương trình 

iío<* = 4"yS’. í = 1,2,3.../. (9.27) 


Tương tự như phần nhiễu loạn dừng không suy biến, để giải phương trình (9.4) 
ta đặt: ỊT = AU và thực hiện phép khai triển hàm sóng và năng lượng ứng với 
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mức thứ n: 


+tí’, £„ = £<"’ +tí’- (9-28) 

Để thuận tiện cho việc khai triển theo các bậc nhiều loạn, ta đặt: tí = 
lúc đó ta được: 

Jk„ = tí’ + A0„, ỉ;„ = tí’ + Ac„. (9.29) 

Ta giới hạn ở việc tìm năng lượng trong phép gần đúng bậc nhất và hàm sóng 
trong phép gần đúng bậc không. Thay (9.29) vào (9.4): 

(tí + Ai>)(tí’ + Mn) = (tí’ + Ac„){tí’ + A0„) (9.30) 

Khai triển các số hạng của biểu thức trên theo bậc luỹ thừa của A và chỉ giữ 
lại các số hạng tỉ lệ với luỷ thừa bậc nhất của A , ta được phương trình: 

A(tí - tí’):(-.. = A{c„ - V')tí’. (9.31) 
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Sử dụng tính chất Hermite của toán tử Hq và phnơng trình (9.27), ta đnợc: 



Do vế trái của (9.34) bằng 0, nên vế phải là: 



(9.35) 


Sử dụng tính chất trực chuẩn của hàm 'ộn}, phnơng trình (9.35) có thể đnợc 
biến đổi về dạng: 



'y ^ ^n^niCnị — 0, 
i 


hay 


( 9 - 36 ) 

Khai triển (9.36) theo các chỉ số i, j, ta được hệ f phương trình tuyến tính bậc 
nhất: 

(bhnim ^)cnl “1“ bldiln2Cn2 “1“ IdhilnSCnS 4“ • • • 4“ ^^nlnfCnf — 0 

lddi2nlCnl 4“ (bKi2n2 4“ 14di2n3Cn3 4“ • • • 4“ hldi2n/Crỉ/ — 0 

. (9.37) 

l^n/nlCnl 4“ ^^nfn2C-n2 4“ ^^nfnS^n3 4“ • • • 4“ iy^nfnf ^ 


Điều kiện để hệ phương trình (9.37) có nghiệm không tầm thường là định thức 
của hệ phải bằng không (để đơn giản cách viết bỏ chỉ số n ở phần tử ma trận 
của toán tử nhiễu loạn và ở các hệ số Cni)'- 
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Wn - 




12 




13 




21 




22 


W 23 


H^l/ 

W2f 


Wff - 


- 0 


(9.38) 


(1) 

n • 


Wjl Wj2 ... 

Khai triển định thức này ta được một phương trình bậc f có nghiệm là E, 
Như vậy năng lượng của bài toán nhiễu loạn dừng có suy biến trong phép gần 
đúng bậc nhất là: 

E„ = £<<» + Ei'>. (9.39) 

Trong trường hỢp tổng quát phương trình (9.38) có f nghiệm En\ lúc đó mức 




< 


E 

n 


V 


E 

E 


n ^ ^ nf 

i°' + E 
n ^ ^ nf 


£ (0 : + £ (1 ) 
^ n ^ ^ n : 

£ <c : £ (1 ) 

t n + n f 


Oiưa có ixhiều loạn Có nliiẻu loạii 

Hình 9.1: Minh hoạ sự tách mức năng lượng trong nhiễu loạn dừng suy biến 

En tách thành f mức con, ta nói nhiễu loạn đã khử suy biến. Nếu f nghiệm này 
là phân biệt thì ta nói suy biến đã được khử hoàn toàn. Trường hỢp có một số 
nghiệm trùng nhau thì ta nói suy biến bị khử không hoàn toàn (một phần). Sơ 
đồ các mức năng lượng được minh họa ở Hình 9.1. 
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Muốn tìm hàm sóng trong phép gần đúng bậc không ta thay các nghiệm En'^ 
vào phương trình (9.37) để tìm các hệ số Cn^. Thay các hệ số này vào khai triển 
(9.26) ta sẽ được hàm sóng 'ộn'^ trong phép gần đúng bậc không. 

Ví dụ 2.2: 

Electron trong một giếng thế 3 chiều có năng lượng E — S7T‘^h‘^/ma^. Đặt 
một điện trường yếu cường độ e dọc theo trục 0 . Tính bổ chính năng lượng bậc 
nhất của hạt. 

Lời giải 

Theo lý thuyết đã cho ở Chương IV, hạt trong giếng thế 3 chiều bề rộng a có 
năng lượng là: E — Tĩ‘^lỶ{nị + n^ + n^)/2ma^. So sánh với năng lượng đã cho, 
ta được {ríị + ĩìị + ĩiị) — 6, nghĩa là các giá trị khả dĩ của 3 số lượng tử này là: 

Ux — 1 Uy — 1 nz — 2, Ux — 1 Uy — 2 nz — l, Ux — 2 Uy — 1 nz — l. 

Như vậy mức năng lượng này sẽ suy biến bậc 3. Ta sử dụng hệ phương trình 
(9.38) để tìm bổ chính năng lượng trong phép gần đúng bậc nhát. 


Wn - 

Wi2 

VEi3 



W21 

ỊT 22 - 

VE 23 

= 0 

(9.40) 

W31 

VE 32 

1^33- 




Các phần tử ma trận trong (9.40) có dạng: 

Wij ậi\w\ậj > = 1,2,3, (9.41) 


trong đó ta ký hiệu các hàm ội như sau: 


ộl = 'ệll2 = 

Ộ2 — i>121 — 




2ttx 


. Tĩy . TT^ 
sin — sin —. 


a a 


ậs = 'Ộ 211 


a 
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Tính các phần tử ma trận Wij trong (9.41), ta được: 

Wii —< (Ị)i\e£z\(ị)i >— = VT 22 = VTss- 

Các phần tử ma trận không chéo ỊT 21 = khsi = ỊT 23 = 0. Khai triển định thức 
(9.40), ta tính được: — eea/2. Vậy năng lượng của hạt khi tính đến phép 

gần đúng bậc nhất là: 

e' = e + e^^^ = E^ + '‘^. 

ma^ 2 

2.3 ỨNG DỤNG CỦA LÝ THUYẾT NHIỂU loạn dừng 

Bây giờ ta sẽ áp dụng lý thuyết vừa trình bày ở trên để khảo sát hai bài 
toán quen thuộc trong vật lý nguyên tử, đó là bài toán nguyên tử Heli ở trạng 
thái cơ bản và bài toán nguyên tử Hydro trong điện trường (hiệu ứng Stark). 
Bài toán đầu áp dụng lý thuyết nhiễu loạn dừng không suy biến trong lúc bài 
toán sau sử dụng lý thuyết nhiễu loạn dừng có suy biến. 

2.4 TRẠNG THÁI cơ BẢN CỦA NGUYÊN TỬ HELI VÀ CÁC 
lON TƯƠNG Tự 

Xét nguyên tử Heli (và các ion tương tự) ở trạng thái cơ bản (n = 1) với 
mức năng lượng Eị là không suy biến. 

Nguyên tử Heli (và các ion tương tự) là một hệ gồm 2 
electron chuyển động trong trường Coulomb của hạt nhân 
có điện tích Ze ( He: z —2, Li~^ : z — 3, : z — 4...). 

Vì khối lượng hạt nhân rất lớn so với khối lượng của 
electron nên có thể xem hạt nhân là đứng yên. Tọa độ của 
2 electron là Tị và r 2 , khoảng cách giữa chúng là ri 2 . 

Để tìm năng lượng và các hàm sóng ta phải giải phương 
trình: 



Hình 9.2: Vị trí của 
2 electron trong nguyên 
tử Heli 


Hĩị^n — E^ĩị)fi, 


( 9 . 42 ) 
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trong đó, toán tử H là Hamiltonian của hệ 2 electron: 




(9.43) 


trong đó: U{ri,r 2 ) — 
Nếu đặt 


Ze2 Ze2 e2 


ri r 2 ri 2 


A . ĨI^ ^ Ze\ e2 

Hqi — ĩĩq2 — ^ ~ 

2m Tị 2m r2 ri2 

Thì phương trình (9.42) có thể viết lại như sau: 


{Hqi + Hq2 + W)'lpn — EnĩỊ^r. 


(9.44) 


a) Phép gần đúng bậc không: 

Trước hết ta bỏ qua tương tác giữa 2 electron (tT = 0). Phương trình (9.44) 
trở thành: 

(iỉoi + ởo2ưf = (9.45) 

trong đó ìỊĩn là hàm sóng của hệ hai eỉectron không tương tác. Trong hệ toạ độ 
Cầu, hàm sóng này có dạng: 

ipi, r2, Ớ2, í^2) = 'ộfn <^l)4n (^^2, Ớ2, ÌP 2 ) 

ứng với năng lượng có dạng: En"’ — Ef^ + Phương trình (9.45) bây giờ 
được tách thành hai phương trình: 

= d“hí“’ 

(9.46) 


Mỗi phương trình ở (9.46) đây mô tả chuyển động của từng electron riêng biệt 
trong trường hạt nhân của nguyên tử, đó là bài toán ion He”*", ở trạng thái cơ 



270 


Chương 9. Lý thuyết nhiễu loạn 


bản (n = 1) nghiệm của chúng là: 

p(0) ^ ^.(0) ^ _me^ 

In 2n 2n? ’ 

(r, ớ, ip) = (9 47) 

v Tra;) 

Năng lượng và hàm sóng của nguyên tử Heli là 

= 2Ef^ ^ ^ -1Q8. 24eV 

2n^ 

(9.48) 

TT Ojq 

b) Phép gần đúng bậc nhất: 

Khi tính đến tương tác giữa hai electron thì bổ chính năng lượng trong phép 
gần đúng bậc nhất theo (9.17) là 

= (tíí“oỏl»ri>i/’™ 


Dạng cụ thể của Eị^'^ là 


Eị^'^ = 


= Ị 

J ru 


100 ^dVidV2 = 


^3 


,-2Z(ri+r2)/ao 


TTttn 


ru 


-dVidV2] 


trong đó dVị và dV 2 là phần tử thể tích trong hệ toạ độ cầu. 
Thực hiện phép tính tích phân trên, ta được 

5me3 




8h^ 


-Z, 


(9.49) 


trong đó ta đã thay bán kính Bohr thứ nhất ao — Imé^. 

Vậy năng lượng của nguyên tử Heli và các ion tương tự ở trạng thái cơ bản là: 


me’ , ^2 5 


n? 


-{Z^ + 


Ei = Ef^^ + Eị^^ 


(9.50) 
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Đối với nguyên tử Heli thì z = 2 , ta tính được Eị — —74,42 eV. So sánh với 
kết quả thu được từ thực nghiệm Ei — —78,62 eV, ta thấy năng lượng của 
nguyên tử Heli ở trạng thái cơ bản trong phép gần đúng bậc nhất có giá trị phù 
hỢp hơn so với phép gần đúng bậc không. 

2.5 HIỆU ỨNG STARK 

Hiện tượng tách vạch quang phổ của nguyên tử dưới tác dụng của điện 
trường được gọi là hiệu ứng Stark. Thực nghiệm chứng tỏ rằng tác dụng của 
điện trường lên nguyên tử Hydro và các nguyên tử khác thì khác nhau. Trong 
nguyên tử Hydro sự tách vạch quang phổ tỉ lệ bậc nhất với cường độ điện trường 
£. Trong lúc đó, đối với các nguyên tử khác sự tách này tỉ lệ với £^. Trong điện 
trường mạnh (oc 10® v/cm) thì sẽ xuất hiện sự tách vạch bổ sung tỉ lệ với luỹ 
thừa bậc cao của e. Ngoài ra tuỳ theo mức độ tăng của điện trường, các vạch 
phổ sẽ mở rộng ra rồi cuối cùng sẽ biến mất. Ta sẽ khảo sát hiệu ứng Stark bậc 
nhất khi £ < 10® v/m đối với nguyên tử Hydro. Giá trị điện trường này rất nhỏ 
so với điện trường ở bên trong nguyên tử £o — ^/ciQ — 13.10^ v/cm. Vì vậy 

có thể xem điện trường ngoài này như là một nhiễu loạn: (Ư’=W). Giả sử điện 
trường được đặt hướng theo chiều dương của trục z. Dùng công thức quan hệ 
giữa thế năng và lực ta tính được thế năng tương tác U' giữa electron và điện 
trường như sau: 


u' — — Ị Fzdz — — e£dz — —e£z 

Jo Jo 


Hamiltonian của nguyên tử Hydro khi ở trong điện trường 



^-e£z^Ho + W 


(9.51) 


H = 
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Ta dùng lý thuyết nhiễu loạn dừng có suy biến để khảo sát hiệu ứng Stark. Ta 
xét trạng thái ứng với n = 2. Mức năng lượng này suy biến bội 4. 


^ = 0 , m = 0 ^ = '^21 

ị m = 0, ^ '0ị°io = 

[ m = -1 ^ 4ÍỈ-1 = 


(9.52) 


Áp dụng hệ phương trình (9.37) ta được hệ 4 phương trình sau (để đơn giản 
ta bỏ chỉ số 2 ở phần tử ma trận của toán tử nhiễu loạn): 


(ỊTli — Eị ^)c21 + IT12C22 + khi 3 C 23 + IT14C24 = 0 
kT2lC21 + (IT22 — Eị ^)c22 + IT23C23 + IT24C24 = 0 
^ 3 lC 21 + ^32C22 + (^33 ■“ ^)c 23 + IT34C24 = 0 

bk4iC2i + IT42C22 + IT43C23 + (W 44 — Eị ^))c 24 = 0 


(9.53) 


Ta tính các phần tử ma trận: 

(9.54) 

Jv 

Theo kết quả của bài toán trường xuyên tâm, dạng tường minh của các hàm 
sóng trong toạ độ cầu là: 


■^200 

= ỈỈ2o{'i")yoo{9,ụ^) 



V^210 

= i72i(r)Tio(ớ,í^) 



V^211 

= i72i(r)Tii(ớ,í^) 


(9.55) 

^^21,-1 

= i? 2 i(r)Ti,-i(ớ,^) 

= V^24 



Dạng của các hàm cầu là 

Yoo{9,(p) = —ị=; Tio(ớ,í^) = y^cosớ; Yo,±i{9,(p) = y^sinớe^*^^ 
Y Att V 47r V oTT 
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Dạng của các hàm bán kính là: 

i72o(r) = 2(;^)3/2(1 - i72i(r) = 

^ ^ ^2ao^ ^ 2ao^ ^ ^ Vs^2a0^ ao 

Nếu để ý đến hệ thức liên hệ giữa toạ độ cầu và toạ độ Descarters: 


X = r sinớ cos í^; y = r sinớ sin í^; z — rcos9 
Các hàm trong (9.55) có thể biến đổi về dạng: 

4 ? = = /(r); 

VdTT 

4? = ^ F{r)z; 

V dTT r 

^23 - VõC-^21— ^-rự )— 

\ ÕTT r r 

= V ^^21— ^ = N(r)— 

\ ÕTT r r 


(9.56) 


Dạng cụ thể của f(r) và F(r) là: 


f(r) — —^ - 7~z: £ (1 ~ = a/: r— T^ e 7:— (9.57) 

a/Ĩtt a/^Õq 2ao V dTT y^ẽõo 2ao 


Do tính chất chẵn lẻ của hàm dưới dấu tích phân đối với z nên khi thay các 
hàm (9.56) vào tích phân (9.54) ta thấy tất cả các phần tử ma trận đều bằng 
không, ngoại trừ hai phần tử ỊDi 2 = ĨD 21 . 

Ta tính phần tử ma trận: VT 12 = IT 21 = —ee f f(r)F(r)z^dV. Thay dạng của 
f(r) và F(r) vào ta được: 


VFi2 = 


Ta có: 


;£v/3 1 1 

du ỰĨ2al 


r»oo /» 7 r /»277 


0 J0 J0 J0 


1 - — ^Z^r^drsmededip. 

2aoJ r 2ao 

(9.58) 


TT />2^ 


/*7Ĩ p^llĩ 

.2 / / ^2 „„„2 


0 Jữ 


z sm9d9d(p — r / / z cos 9 sin 9d9d(p — 

Jo Jo 3 
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Để tính phần còn lại của tích phân ta đưa vào biến số mới ^ và cuối cùng 
ta được: 

Wi 2 = »21 = -^ ị e-f h _ 0 Ịidị = 3eea„. (9.59) 

Lưu ý rằng để đơn giản trong phép tính tích phân ta có thể sử dụng tính chất 
của hàm Gamma với định nghĩa: r(n) = J x'^~^e~^dx. Giá trị của hàm Gamma 
đối với các giá trị n bất kỳ có thể tìm thấy trong các tài liệu về các hàm đặc 
biệt. Hệ phương trình (9.53) bây giờ trở thành 

-E 2 ^C 2 i + 3eeaoC22 = 0 

3eeaQC2i — Eị^^C22 — 0 (9.60) 

-Ỉ;yc23 = 0 

— E2^C24 = 0. 

Định thức tương ứng của hệ là: 

—Eị^^ 3eeao 0 0 

SeettQ —EÌ^'^ 0 0 ^ 

I 7 ki) I = 0 9-61 

0 0 -Eị^> 0 

0 0 0 -Eị^\ 

Khai triển định thức này ta được phương trình 

(£y)==[(£y)== - (3e£a„)=*l = 0. 

Nghiệm của phương trình này là: 

Eị^ị — +Seeao , Eị^ — —Seeao, 

eS = 0 . G’ = 0- (9.62) 

Như vậy trong phép gần đúng bậc bậc nhất, năng lượng của electron trong 
nguyên tử Hydro khi đặt trong điện trường là: 

£2 = d‘'’ + G’ / = 1.2,3,4. 


(9.63) 
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E^/^+Sesro =E,1 


EÍ°>= 

E - Sesro =E,, 


E 


( 0 ) 

1 


E 


(0) 

ì 


Klii chưa có điên tmờng Klũ có cĩiện UTTỜng 


Hình 9.3: Sơ đồ biểu diễn sự tách các mức năng lượng của nguyên tử Hydro trong điện 
trường 


Ta thấy, mức năng lượng £' 2 '^^ của electron trong nguyên tử khi đặt trong điện 
trường bị tách thành 3 mức con (hình 9.3) . 

Bây giờ ta tính các hàm sóng trong phép gần đúng bậc bậc không ứng với các 
mức năng lượng £21,-Ẽ'22,-Ẽ'23,-Ẽ'24 (Hình 9.3). Muốn vậy ta phải xác định các 
hệ số C21, C22, C23, C24 từ hệ phương trình (9.60): 
a) Khi Eị^ị — +3eỂ:ao, hệ phương trình trở thành: 

— 3c£ũqC21 T 3c£ữQC22 
3e£ữoC2i — 3e£ữoC22 
— 3eeaoC23 
— 3c£ữQC24 

Nghiệm của hệ này là: C21 = C22; C23 = C24 = 0 
Hàm sóng trong phép gần đúng bậc không ứng với mức £21 là: 

^(0) = C2l'Ộ2l + C22'0ị? = c{'ộ^ỉi + '0Ỉ?)- 


= 0 
- 0 
= 0 
- 0 . 


(9.64) 


Dùng điều kiện chuẩn hoá ta tính được c = I/V 2 . 
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b) Khi E ^2 — —3eeao, hệ phương trình trở thành: 

36£ữoC21 36£ữoC22 ~ 0 

3e£aoC2i + 3e£aoC22 = 0 (9.65) 

36EữQC2S = 0 

S6£ũqC24 = 0. 

Nghiệm của hệ này là: C 21 = —C 22 ; C 23 — C 24 — 0 

Hàm sóng trong phép gần đúng bậc không ứng với mức E22 là: 

= C2l'ệ2i - C22'0ẩ = c{'4^21 - '^ 22)- 
Dùng điều kiện chuẩn hoá ta tính được c = l/\/2- 

c) Khi £" 23 ^ = £ 24 ^ — 0) hệ phương trình trở thành: 

0C21 + 3e£aoC22 = 0 

3 e£aoC 2 i + 0 c 22 = 0 (9.66) 

0 C 23 = 0 
0 C 24 = 0. 

Nghiệm của hệ này là: C 21 = C 22 = 0; C 23 , C 24 bất kỳ. 

Hàm sóng trong phép gần đúng bậc không ứng với mức £23 và £24 là: 

= C23'0ẩ + C24'0M • 

§ 3 NHIỄU LOẠN KHÔNG DỪNG 

Bây giờ ta xét hệ lượng tử chịu tác dụng của nhiễu loạn phụ thuộc thời gian 
w = w(t). Hamiltonian của hệ có thể được tách thành hai phần: 

H{t)^ ỀQ + W{t), (9.67) 

trong đó EÍq là thành phần Hamiltonian không phụ thuộc thời gian, mô tả hệ 
khi chưa bị nhiễu loạn, w (í) là thành phần nhiễu loạn phụ thuộc thời gian. Thế 

nhiễu loạn kT(í) có thể là hàm bậc thang có dạng: 
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W{t) = ^ - - 9.68 

0, t < 0, t > T. 

hoặc thế điều hòa. Hình 9.4 mô tả dạng 
thế nhiễu loạn hình bậc thang. Hamiltonian 
H{t) thỏa mãn phnơng trình Schrodinger tổng 
quát: t = 0 

- 7 _ 

ih -— = [Hq + ỊH(í))4/(x, í), (9.69) Hình 9.4: Sự phụ thuộc thời gian của 

thế nhiễu loạn hình bậc thang 

trong đó nghiệm của phnơng trình Schrodinger của hệ chna nhiễu loạn 

^ồQĩị)f\x,t) (9.70) 

đã biết dnới dạng nghiệm của trạng thái dừng: 

(9.71) 



Ta tìm nghiệm của (9.69) bằng phnơng pháp biến thiên hằng số (lý thuyết 
nhiễu loạn Dirac). Khai triển hàm 4/(x,í) thành chuỗi theo các hàm 


= ỵ2ck{t)'ộk\^^'t) 


Thay vào (9.69) ta đnợc: 


ísẹỊ 

k K 




I ^ {Ho + W{t))J2ck{t)'ộk\x,t) 

} k 


(9.72) 


Nhân vô hnớng hai vế của (9.72) cho {'ộm\x,t)\ 

Ị t)) + Ck{t){'iỊjỊn\x, ) I = 

= {(V'ínHa^>í)l^o|V'r(a:,í)) + {'iỊjỉíĩ{x,t)\W\'iỊj^^\x,t))^ Ck{t) 

k 


(9.73) 
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Ta thấy số hạng thứ hai của vế trái và số hạng thứ nhất của vế phải của phương 
trình (9.73) bằng nhau, vì vậy phương trình này trở thành: 

k k 

hay 

trong đó uJmk = {Em - Ek)/h. (9.74) 

k k 

Phương trình (9.74) có vế phải chứa hệ số phụ thuộc thời gian Ck{t) mà ta cần 
phải tìm. Thông thường ta giải phương trình này phương pháp lặp: 

* Giả thuyết tại thời điểm í < 0 hệ ở trạng thái 4/(x, 0) = 'ộn \x), Lúc đó ta 
tìm được hệ số Ck{t) trong khai triển: 4/(x,0) = E 

k 

Hệ số của khai triển là: Ck{t) — í)|4/(x, 0)). Từ đó ta tìm được: 

Cfc( 0 ) = (V^Í,°\x, 0 )|V^i°^(x, 0 )) = ỗkn- ( 9 . 75 ) 

* Bắt đầu thời điểm í > 0 hệ bắt đầu chịu tác dụng của nhiễu loạn, lúc đó 
hàm 4/(x,í) sẽ thay đổi theo thời gian. Ta viết hệ số Ck{t) dưới dạng chuỗi: 

Ck{t) = cf{t) + éịl\t) + cỉ\t) + ... (9.76) 

va lTrnfc — ^^mk- 

Thay (9.76) vào (9.74), ta được: 

■‘h-^ [cí2’{í) + cỵ,Ht) + c‘ỈXtì + ■■■ 

= ^ AK„*e“"“[4“'{t) + cf(t} + + ...]. 

k 

Từ đó ta được 

= 0 {«) 

*fi4[c!i’(t)] = E (í>) 

k 

^ wwe-“"“4‘>{í). (c) 


(9.78) 
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Vì 4“>(t) = ỗnk, nên phương trình (b) và (c) của hệ phương trình (9.78) có thể 
viết lại như sau: 

= Y. '"l ịb) 

k 

Giải phương trình này ta được: 

c!^y)l = ^ / (9.79) 

Tương tự 

cSHí)] = 45]/ (9.80) 

^ k 

Biết các hệ số Cm\ Cm^-.ta sẽ biết được hàm sóng của hệ vào thời điểm t. 
Một ứng dụng quan trọng của kết quả này là việc tính xác suất chuyển dời 
lượng tử khi có nhiễu loạn. 

§ 4 Sự CHUYỂN DỜI LƯỢNG TỬ DƯỚI ẢNH HƯỞNG CỦA 
NHIỄU LOẠN 

4.1 KHÁI NIỆM VỀ Sự CHUYỂN DỜI LƯỢNG TỬ 

Một trong những bài toán quan trọng của cơ học lượng tử là tính xác suất 
chuyển dời từ một trạng thái lượng tử này sang một trạng thái lượng tử khác. 
Sự dịch chuyển này xảy ra do ảnh hưởng của nhiễu loạn phụ thuộc thời gian. 
Sự dịch chuyển này chỉ có ý nghĩa khi nhiễu loạn tác dụng trong một khoảng 
thời gian hữu hạn (ví dụ từ 0 đến r). Ngoài khoảng thời gian này, hệ ở trạng 
thái dừng có năng lượng xác định. Bài toán này có thể được mô tả như sau 
(Hình 9.5): 

+ Trước khi có tác dụng của nhiễu loạn W{t): Hệ ở trạng thái dừng có năng 
lượng xác định E — En tương ứng với trạng thái T(x,0) = 'ộn{x), thỏa mãn 
phương trình Hoĩpn{x) = En'ộn{x). 
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E 

i 


t 



♦ 


^ Trong thời gian bị nhiễu Inoạn 

Trước nhiêu loạn các năức NL dịch iện phía ưẽn 

và có sự dịch chuyên giữa các 
trạng thái của hệ 


Hình 9.5: Minh họa sự dịch chuyển của các mức năng lượng do ảnh hưởng của nhiễu loạn 
không dừng 


+ Trong thời gian có tác dụng của nhiễu loạn ỊT(t): Do ảnh hưởng của nhiễu 
loạn hệ chuyển sang trạng thái mới với hàm sóng Sự thay đổi theo thời 

gian của thế nhiễu loạn gây ra sự dịch chuyển các mức năng lượng của trạng 
thái ban đầu và sự chuyển giủa các trạng thái của hệ chưa nhiễu loạn. 

+ Sau khi ngắt nhiễu loạn w (t): 

Sau khi nhiễu loạn bị ngắt, hệ sẽ trở về trạng thái ban đầu. Trạng thái của 
hệ bây giờ là chồng chất của các trạng thái không nhiễu loạn của hệ, tuy nhiên 
hệ số Cm{t) bây giờ phụ thuộc vào dạng của toán tử nhiễu loạn và trạng thái 
ban đầu. Trạng thái cuối của hệ được mô tả bởi hàm sóng dạng: 


^ (9.81) 

m 


ứng với năng lượng Em- Xác suất đo được Em chính là bình phương mô đun 
của hệ số khai triển trong (9.81). Đây cũng chính là xác suất để hệ chuyển từ 
trạng thái có năng lượng En sang trạng thái có năng lượng Em trong khoảng 
thời gian t. 
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4.2 XÁC SUẤT CHUYỂN DỜI LƯỢNG TỬ 


Ta gọi xác suất của sự chuyển từ trạng thái n (sau đây gọi là trạng thái đầu 
i)) sang trạng thái m (gọi là trạng thái cuối I/)) là Pfi{t) ^ thì: 


Pdt) ^ ^ \cfM^ (9.82) 


Ta tìm xác suất này trong phép gần đúng bậc nhất: 

í’/.{í) = |c/(i)P=l4‘’WP = ^ / (9.83) 

Ta xét hai trường hỢp cụ thể sau: 

a) Nhiễu loạn không đổi 

Giả sử W{t) không đổi trong khoảng thời gian hữu hạn 0 < í < r (Hình 
9.4). Trong trường hỢp này phần tử ma trận Wfi — const, tích phân (9.83) 
được tính như sau: 

p ^ 1 ^ 

/ - 1 ) . 

Jữ 

Với lưu ý — Ip = 4sin^ ta tính được: 


^ 4|ỊU;,psin^(a;^/2) 

n? ujị 


(9.84) 


Từ biểu thức trên ta thấy rằng xác suất Pfi là một hàm tuần hoàn với chu kỳ 
27T/ojfi. Tuy nhiên, như được biểu diễn ở đồ thị hình 9.6, xác suất này có giá trị 
lớn ở lân cận cư/i ~ 0 và giảm nhanh khi ujfi đi ra xa giá trị không. Điều này có 
nghĩa là xác suất tìm thấy hệ ở trạng thái ịĩpỷ > có năng lượng Ef lớn nhất 
khi Eị Ef nghĩa là khi cư/ị ~ 0. 

Chiều cao và độ rộng của cực đại chính tập trung quanh cư/j = 0 lần lượt tỉ 
lệ với p và 1/í, vì vậy diện tích miền ở dưới đường cong tỉ lệ với t. Như vậy 

^Đe tiện cho sv tham khảo các tài liệu nước ngoài, chúng tôi dùng ký hiệu i thay cho initial (ban 
đầu) và f thay cho final (cuối cùng) 
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Hình 9.6: Đồ thị của = sÌT?{ojỊit/2)]/oj‘^ịị theo Ufi, trong đó ta đã ký hiệu Lú = ujfi. 


xác suất dịch chuyển tỉ lệ với t. Ta cũng nhận thấy rằng cực đại chính trở nên 
hẹp và cao hơn khi t lớn. Đây chính là tính chất của hàm Delta. Dựa vào dạng 
lượng giác của hàm Delta 


lim 

í—>-00 


TĩyH 




(9.85) 


ta thực hiện biến đổi sau: 


_ (7rủ/4) _ sin^(aủ) 

Tĩ{ujfi/2)H TTat 

trong đó ta đã đặt a — cưjj/2. Như vậy khi í —(X), thì 

lim = S(a). 

t^oo Txat 


(9.86) 
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Biểu thức của xác suất chuyển dời bây giờ có dạng 


PMt) = 


4 

¥ 




2TTt 

h 


ịWf.fS(Ef - £.). 


(9.87) 


trong đó ta đã sử dụng tính chất của hàm Delta: ô{ax) — Ậịỗ{x). 

Ta định nghĩa tốc độ dịch chuyển là xác suất dịch chuyển trong một đơn vị 
thời gian thì 

= = (9.88) 

Hàm Delta ỗ{Ef — Eị) đảm bảo sự bảo toàn năng lượng, điều này có nghĩa là 
khi í —)■ (X) tốc độ dịch chuyển khác không chỉ đối với các trạng thái có năng 
lượng bằng nhau. Như vậy, nhiễu loạn không đổi không lấy năng lượng của hệ 
và cũng không cung cấp năng lượng cho hệ mà nó chỉ gây ra sự dịch chuyển bảo 
toàn năng lượng. 

Để tính xác suất chuyển từ trạng thái \i) đến tất cả các trạng thái khác thì 
ta lấy tổng biểu thức (9.87) theo các giá trị khả dĩ của / 

P = ỵ2 PMt) = ^ỵ, |W'/.P<5(£/ - £i) (9.89) 


Nếu các trạng thái cuối có phổ liên tục, ta gọi p{Ef) là mật độ của trạng thái 
cuối, nghĩa là số trạng thái trên một đơn vị năng lượng , lúc đó tốc độ dịch 
chuyển toàn phần nhận được từ (9.88) là 

Wf, = ^J \W!iỶÔ(Ef - E,)dEf = ^ịWf,ị^piE,). (9.90) 

Hệ thức này được gọi là quy tắc vàng Fermi (Fermi golden rule). Quy tắc này 
chỉ ra rằng trong trường hỢp nhiễu loạn bậc nhất, tốc độ dịch chuyển chỉ phụ 
thuộc bình phương của phần tử ma trận của toán tử nhiễu loạn giữa trạng thái 
đầu và trạng thái cuối và điều kiện bảo toàn năng lượng. 

b) Nhiễu loạn tuần hoàn 
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Bây giờ ta giả sử toán tử nhiễu loạn phụ thuộc tuần hoàn vào thời gian có 
dạng: w(t) — trong đó V là toán tử độc lập thời gian. Loại 

nhiễu loạn này làm cho hệ chuyển từ trạng thái dừng này sang trạng thái dừng 
khác. 

Xác suất chuyển hệ từ trạng thái ban đầu \i) đến trạng thái cuối I/) theo 
(9.83) có dạng 


Jo Jo 

Thực hiện các phép tính tích phân của biểu thức trên, ta được 


Pdt) - 


(9.91) 


ư.(í) = piW/ứi^.)p 


gi(a)/i+a;)í _ ỵ 

UJịị -\- UJ 




{ĩỊjf\V^\ĩỊji) 


Uìịị — Cư 


(9.92) 


(9.93) 


Sử dụng hệ thức |e*^ — lf = 4sim(ớ/2), ta được 

Khảo sát bằng đồ thị biểu thức (9.93) ta thấy rằng xác suất dịch chuyển có 
đỉnh tại ujfi — —UJ với giá trị cực đại là Pfi{t) — /4h‘^)\{'ộf\v\ĩl^ì)\‘^ , hoặc tại 

ujfị — UJ với giá trị cực đại là Pfi{t) — {p/41p)\{'ipf\V^\'ipị)Ỹ‘ . Đây là các điều 
kiện cộng hưởng, nghĩa là xác suất dịch chuyển lớn nhất chỉ trong trường hỢp 
tần số trường nhiễu loạn gần bằng ±cư/j. Khi cư khác xa ±cư/z thì xác suất Pfi 
giảm nhanh (Hình 9.7). 

Trong trường hỢp t -d oo thì như đã thực hiện ở biểu thức (9.84), sử dụng 
công thức (9.86) cho (9.93), ta được biểu thức cho tốc độ dịch chuyển 

T/. = ^ \{i,/\V\i,,)ị^ 5{E,-Ei + liw) + ^ 5{E,-Ei-ĩiu,). (9.94) 


Tốc độ dịch chuyển này khác không khi một trong hai biểu thức sau đây được 
thỏa mãn 


Ef — Eị — hw, 


(9.95) 
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[siir((íư /7 + (ú)t/2)]ị((úfi + COÝ 


[sin2((cưy7 - ũj)tỊl)]Ị{(ũfi - (úỹ 



Hình 9.7: Đồ thị của [sin^((a;/j ± a;)í/2)]/ {ujfi ± theo iOfi với các giá trị t xác định, trong 

đó ídn = — w — mr/t, Lj'^ = LO + mr/t, = tư — nn/t, = LO + ĨITĨ /t. 


Ef — Ei + huj. ( 9 . 96 ) 

Hai điều kiện này không thể đồng thời được thỏa mãn. Ta có thể giải thích ý 


Ei 


tìco = Eị — E f 


Sự phát xạ kích thích một 
photon có năng lượng fĩùJ 




tico = E f — Eị 


Ei 


Sự hấp thụ photon có 
năng lượng ỉìù) 


Hình 9.8: Sự phát xạ và hấp thụ một photon có năng lượng hoo. 


nghĩa vật lý của điều này như sau: 

Điều kiện Ef — Eị — hw chứng tỏ rằng hệ ban đầu ở trạng thái kích thích vì 
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năng lượng của trạng thái cuối nhỏ hơn năng lượng trạng thái đầu. Khi có tác 
động của nhiễu loạn, hệ giảm kích thích bằng cách truyền cho thế nhiễu loạn 
W{t) một photon có năng lượng hư (Hình 9.8). Quá trình này được gọi là phát 
xạ kích thích vì hệ dễ dàng phát xạ một photon có năng lượng hư. Điều kiện 
Ef — Ei + hư chứng tỏ rằng năng lượng của trạng thái ban đầu nhỏ hơn năng 
lượng trạng thái cuối. Khi có tác động của nhiễu loạn, hệ sẽ hấp thụ một photon 
có năng lượng hư từ thế nhiễu loạn W{t). Quá trình này được gọi là phát xạ 
kích thích vì hệ dễ dàng phát xạ một photon có năng lượng hư và chuyển qua 
trạng thái kích thích có năng lượng ỉầ Ef. 

Tóm lại, trong nhiễu loạn tuần hoàn, thế nhiễu loạn hoặc là hấp thụ một 
photon năng lượng hư từ hệ hoặc là truyền cho hệ một photon. Ngược lại, 
trong nhiễu loạn không đổi theo thời gian không xảy ra sự mất năng lượng của 
hệ hoặc truyền năng lượng cho hệ. 

Ví dụ 4.1: 

Hạt ở trong giếng thế một chiều vuông góc sâu vô hạn có thành tại x=0 
và x=a. Ban đầu hạt ở trạng thái cơ bản, sau đó hạt chịu một nhiễu loạn 
v{t) — Trong phép gần đúng bậc nhất, hãy tính xác suất tìm hạt ở 

trạng thái kích thích thứ nhất cho trường hỢp í > 0. 

Lời giải: 

Năng lượng và hàm sóng của hạt trong giếng thế đã cho là: 

^ ỉỷ'k‘^ĩÍ^ , , . Í2 . riTĩx 
En = ’ ĩpn{x)^\ -sm — 

2ma^ \ a a 

Xác suất tìm hạt ở trạng thái kích thích thứ nhất chính là xác suất dịch chuyển 
hạt từ trạng thái đầu \'ội > đến trạng thái cuối \'Ộ 2 >'■ 



oo 

2 

(X) ^ 


í < 

1 

= ^1 < 'Ộ2\x^\'ộl > r 


J 

0 

J 

0 
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Tính ra: < 'Ộ 2 \x‘^\'ội >— —16a^/97r^, thay vào biểu thức của xác suất, ta được: 


CX) 

2 

-(ỉ 

e 




1 

J 

0 


T 


-{^-ÌUJ2l)t _ ị 


ị - ÌCƯ21 


1 + e — 2e cos(a; 2 ií) 


lấy giới hạn biểu thức trên khi í ^ oo vàlưuýcư 2 i = {E 2 —Ei)/h — ‘ềTĩ‘^h/{2ma?), 
ta được 


oo 

2 






’ 2 ,1’ 

0J -\- —— 

— 1 

97r^^^ 1 



21 ' ^2 



0 






Cuối cùng ta được kết quả: 

o ^ 






(9.97) 


§ 5 TÓM TẮT CHƯƠNG 9 

• Lý thuyết nhiễu loạn là một trong các phép gần đúng để giải các bài toán 
thực tế của cơ học lượng tử khi Hamiltonian của hệ thực tế không khác 
xa nhiều so với hệ lý tưởng: 

H ^Hq + W 

, trong đó toán tử nhiễu loạn w được giả sử là bé so với Hq. Lý thuyết 
này dựa trên ý tưởng là nghiệm của bài toán thực tế được biểu diễn thành 
chuỗi theo nghiệm của bài toán lý tưởng mà nghiệm chính xác đã biết. 

= £1»' + Eí' + eP' + ...; i,n = ịT + h'’ + </'7' + .... 

• Trong trường hỢp nhiễu loạn dừng không suy biến, các bổ chính của năng 
lượng và hàm sóng được cho lần lượt ở công thức (9.22) và (9.23). 

• Đối với nhiễu loạn dừng có suy biến ta chỉ khảo sát trường hỢp bổ chính 
năng lượng bậc nhất En"’ mà biểu thức của nó có thể tìm được bằng cách 
giải hệ phương trình (9.38). 
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• Một trong những bài toán quan trọng của cơ học lượng tử là tính xác suất 
chuyển dời từ một trạng thái lượng tử này sang một trạng thái lượng tử 
khác. Sự dịch chuyển này xảy ra do ảnh hưởng của nhiễu loạn phụ thuộc 
thời gian. Sự dịch chuyển này chỉ có ý nghĩa khi nhiễu loạn tác dụng trong 
một khoảng thời gian hữu hạn. 

Nếu nhiễu loạn không đổi trong thời gian tác dụng lên hệ, ta tính xác suất 
dịch chuyển theo công thức (9.90), công thức này chính là quy tắc vàng 
Fermi quen thuộc trong vật lý. 

Trong trường hỢp nhiễu loạn tuần hoàn thì tốc độ dịch chuyển được tính 
theo công thức (9.94). Công thức này mô tả sự hấp thụ hoặc phát xạ một 
photon của hệ do ảnh hưởng của nhiễu loạn. 

§ 6 BÀI TẬP CHƯƠNG 9 

1. Tính bổ chính năng lượng của trạng thái thứ n trong phép gần đúng bậc 
nhất của hạt trong hố thế một chiều vuông góc sâu vô hạn bề rộng 2L, với 
thành giếng ởx = 0vàx = Lbị thay đổi ở đáy bởi các thế nhiễu loạn sau: 

(a) Vp{x) — AVo sin(7rx/2L) 

(b) Vp{x) = \VqỖ{x - L). 

2. Hạt trong giếng thế 2 chiều vuông góc sâu vô hạn bề rộng 
Lx — Ly — L. Tác dụng vào giếng một nhiễu loạn bé dạng 

V{x,y) = VoL‘^ô{x - Xo)ô{y - yo). 

(a) Tính bổ chính năng lượng trong phép gần đúng bậc nhất ở trạng thái 
cơ bản 

(b) Tìm năng lượng của hạt ở trạng thái kích thích thứ nhất. Cho Xo = 
yo = C/4. 

3. Hạt có điện tích q trong giếng thế 3 chiều mỗi cạnh đều bằng L có năng 
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lượng là ‘ỒTĩ‘^ỉử‘/mữ. Đặt vào hệ một điện trường yếu có cường độ e theo 
trục 0 . Tìm bổ chính bậc nhất của năng lượng. 

4. Một hạt có điện tích dao động điều hòa một chiều theo trục X với tần số 
ujx- Tại thời điểm t — ữ hạt ở trạng thái cơ bản n = 0. Tác dụng vào hệ 
một thế nhiễu loạn dạng v{t) — —qex trong khoảng thời gian 0 < í < r, 
với £ là cường độ điện trường. Trong phép gần đúng bậc nhất hãy tìm xác 
suất dịch chuyển hạt sang trạng thái n — 1. 

HƯỚNG DẪN GIẢI VÀ ĐÁP số 


1 . Năng lượng và hàm sóng trong phép gần đúng bậc không chính là nghiệm 
của bài toán không nhiễu loạn: 

-• ii^^> — _, 

ựL 




fn'KX\ 


; = 4^sin ( — j . 


8mL2’ ^ÍTr"y2L 

Bổ chính năng lượng trong phép gần đúng bậc nhất là: 




1 

z 


-2L 


2 fmTX\ . , 

sin 


X. 


(a) Với Vp{x) — Aưo sin(7rx/2L), ta được 


e9-^ = 


L 


-2L 


. 9 /'n7TX\ . /"KX\ 

Ị • \ 


Kĩl) 


Áp dụng công thức hạn bậc của hàm siĩí^x, ta tính được 

p{i) ^ 2AƯ0 4n2 
" TT 4n2-l- 

(b) Trường hỢp Vp{x) — \Vị)ỗ{x — L), ta có 


(9.98) 



Tính ra ta được: 



khi n chẵn; 
khi n lẻ. 
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2. Năng lượng và hàm sóng của hạt trong phép gần đúng bậc không là: 


2 mL2 


{nị + nị)] y) = I sin sin (^y) • 


ở trạng thái cơ bản {Ux — í,ny — 1) năng lượng của hạt không suy biến, 
ta áp dụng nhiễu loạn dừng không suy biến để tìm bổ chính năng lượng 
trong phép gần đúng bậc nhất 

£(;) =< > 

= ^ Ị Ị (^) (^) '>'oL'^S{x - xo)S(y - ya)dxdy 

0 0 

Tính ra ta được 

(b) ở trạng thái kích thích thứ nhất năng lượng suy biến bội 2. Năng 

e 2*-2 

lượng Ei 2 — E 21 — 2 ^^, ứng với hai trạng thái 
^^ 12 ( 2 :) = ^ sin sin 
Mx) = ^ sin sin 


Sử dụng công thức (9.38), ta được 


Vn - Ed) V12 

ni V'22-£''' 

Tính 4 phần tử phần tử ma trận của toán tử nhiễu loạn khi xq — yQ — L/A 
đều cho kết quả là 2Vo. Thay vào định thức trên ta được: 


1 - 


1 - 


Giải ra ta được: — 0, E^'^ — AVq. 
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Năng lượng của hạt trong phép gần đúng bậc nhất là 



57t‘^JỶ/ 2mL 
{ĩ)Tĩ‘^h^/2mL) + 4Vo 


3. Năng lượng và hàm sóng của hạt trong giếng thế 3 chiều có dạng: 


7ị- 2^2^2 / g 

En = = y ^\sin 




(^) 


5 


trong đó — ríị + ny + ĩíị. So sánh với giá trị năng lượng đã cho, ta thấy 
rĩ^ — 6, từ đó các giá trị khả dĩ của Ux, Uy, Uỵ là: 


(ư*,ny,n2) = (1,1,2); (n^, Uy, n^) = (1, 2,1); (n^,, Uy, n^) = (2,1,1). 


Như vậy, năng lượng suy biện bội 3, Các trạng thái tương ứng là: 

i,n2(x,y.z) = yỹsin (y) sin (y) sin (ỉf) = i,f\ 
Mx,y-z) = ựịsm (f) sin (ĩfí) sin (f) = , 
i>2n(x,y.z) = ỳisin (ỉf) sin (y) sin (f) = . 

Tương tự như bài 3, sử dụng công thức (9.38), ta được 

Vu - Vi 2 Vt3 

Vu ^22 - B'** ^3 = 0- 

Ctl 142 143 - 

Tính 4 phần tử phần tử ma trận của toán tử nhiễu loạn ta được 

Vii =< 'iỊj[^^\qez\'iỊj[^'^ >= qe < >= ... == gsL/2. 


Tương tự 

V22 ^qs < 'ệị^^\z\'ệf^ >= qeL/ 2 , V33 ^ qe < >= qEL/ 2 . 

V12 = V21 =< 'iỊj[^^\qez\'iỊj2^ >= qe < 'iỊj[^^\z\'iỊjf^ >= ... = 0 

V23 = C32 ^q£ < >- 0, Ci3 = C31 ^q£< >= 0 



Thay vào định thức trên ta được: 

1 - 0 
0 1 - 


qeL/2 


0 


0 


0 

0 

1 - 


= 0 . 


Giải ra ta được: — Eị^'^ — qeL/2. 

4. Xác suất dịch chuyển hạt từ trạng thái |0 > sang trạng thái |1 > là: 


Pioír) = 4 


r 

J <'iỊji\V\'iỊjo > 
0 


1 

¥ 




< 'ội\y\'ộữ > 


Tính phần tử ma trận < '?/^i|G|'?/^o > với 

1 


ệữ 




i_ 




h 


trong đó Xo — ¥h/muJx, ta được 

< A\v\i,„ >= -qe^ 

Thay vào biểu thức của Pio(r), ta có kết quả. 

^ _ 12 

0 ^ / 


Pio(r) = 4 


ỷỂL 

2mhwx 


\sm{ujxT/2) 

CƯ2:/2 


trong đó ta đã thay CƯIO = {Eị — Eo)/h — 0Jx- 
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Pl. Hàm Delta-Dirac 

1. Định nghĩa: Hàm Delta do Dirac đưa ra trong công trình "Những nguyên lý 
của cơ học lượng tử" và sau đó được sử dụng rộng rãi trong vật lý. Hàm Delta 
được ký hiệu là ổ(x) và được định nghĩa như sau: 



f{x)ỗ{x)dx — /(0) 


(9.99) 


Trong đó ổ(x) có dạng: 


ổ(x) 



0 , 

(X), 


nếu X 0 
nếu X — ữ 


(9.100) 


Và thỏa mãn điều kiện: 



ỗ{x)dx — 1 


(9.101) 


Có thể hình dung đồ thị của một hàm giống như hàm ổ(x), biểu diễn trên hình 
p.l. Nếu miền nằm bên trái và bên phải trục tung được làm hẹp lại thì phải 
tăng chiều cao của đường cong lên thế nào để diện tích của đường cong giới 
hạn bởi đồ thị và trục hòanh vẫn giủ nguyên giá trị bằng 1 đã cho của nó. 
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Nếu ta đổi từ biến X —7- X — Xo thì công thức (9.102) trở thành 


/ oo 

/(x)ổ(x - XQ)dx = /(xo) 

•oo 


(9.102) 


(9.103) 


í 0, nếu X ^ xq ,_, 

ổ(x —xo) = < ^ (9.103) 

[ oo, nếu X = Xo 

2. Dạng Inợng giác của hàm Delta: Có thể chứng minh rằng hàm ổ(x) tnơng 
đuơng với giới hạn sau: 


ổ(x) = lim—^^ khi L —)■ oo (9.104) 

TTX 

Từ (9.104) ta có thể suy ra dạng Inợng giác của hàm ổ(x) nhu sau 

ô{x) hay ỗ{k) [ é^^dx (9.105) 

2 '^ J — oo J —QQ 

Trong tmờng hỢp 3 chiều thì hàm ỗ{r) đnợc xác định nhu sau: 


ô{r) = ô{x)ô{y)ỏ{z) 


Dạng luợng giác của hàm này là 

S{f) = [y^^^dk hay ỗ{k) = [é^^dr (9.106) 

\Z'X) Jk (27r)^ 7^ 

3. Các tính chất của hàm Delta: Có thể chứng minh các tính chất sau của hàm 
Delta: 


ổ(x) = ổ(—x) Hay ổ(x — Xo) = ổ(xo — x) (9.107) 

xổ(x) = 0 Hay (x — xo)ổ(x — Xo) = 0 (9.108) 

ỗ{ax) — -ị—j-ổ(x) Hay ổ[a(x — Xo)] =-ị—rổ(x — Xo) (9.109) 

P2. Một số tích phân quan trọng 

l.Tích phân Poisson: 

Trong các bài tập cơ học Inợng tử ta thnờng gặp các tích phân dạng: 

/ +00 

^2n^-ax ( 9 . 110 ) 

•oo 
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Và 


>•+00 


hn+l — 


X 


2n+l „—ax^ 


dx 


(9.111) 


Để tích các tích phân này, trước hết ta tính tích phân dạng: 

r+oo 


/n = 


Muốn vậy, trước hết ta xét tích phân: 


dx 


(9.112) 


'•+00 


'•+00 


lĩ = 
-'0 — 


dx 


,-ay _ 


dy = 


^+oo /»+oo 


' —oo ư —ỠO 


^-a{x^+y^ 


^dxdy 


Chuyển tích phân này sang toạ độ cực: X — r cos (p,y — r sin (p, ta được: 

p-\-00 í * 27V 

= /1 11 

J r—O J ip=ữ 

Từ đó: 


e rdrdíp 


— 2 tĩ Ị e~^'' rdr — Tĩ/a (9.113) 

Jo 


Iq — [ e dx = a/tt/q: (9.114) 

J —oo 

Nếu lấy đạo hàm của /o theo a và sử dụng kết quả của (9.114) ta được: 

(9.115) 


ỡ/n 


da 


r+°° „2 d , _- 

— / dx — 

9-00 ơa 


1 / TT 

® ^ ~2Vã3 


Như vậy: 


= II = ỈVV 


(9.116) 


Tương tự, lấy đạo hàm theo a của /2, ta được: 


/4 = 


/1 =Ẽ =m 


(9.117) 


Tổng quát, ta có tích phân Poisson dạng (9.110): 


hn — 


/ 2« V 


(9.118) 


— 00 
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Trong đó ký hiệu (2n — 1)!! = 1.3.5.7... chỉ tích các số lẻ liên tiếp. 

Đối với tích phân dạng (9.111) ta để ý rằng hàm dưới dấu tích phân là hàm lẻ 
của X nên tích phân theo X từ —(X) đến +00 sẽ bằng 0: 

r+oo 

hn+l — / 


^2n+lg ax _ Q 


2. Tích phân dạng: In — /o'^e ^^x^dx: 

Để tính tích phân này, trước hết ta tính tích phân: 


/o= / = 

Jo 


Lấy đạo hàm tích phân Iq theo /3: 

dlo 


Như vậy: 


[ xe ^^dx — — 1 // 3 ^ 

ỡ/3 Jo 

- Ị xe~^^dx — 1//3'^ 

Jo 


Tương tự, lấy tiếp đạo hàm theo f3 của lị, ta được: 

/ 2 = / = 

Jo 


Tiếp tục quá trình, cuối cùng ta được: 


X 


^e-^^dx = 


n! 

ạn+l 


P3: Đa thức Hermite 

Phương trình vi phân 


d3y ^ dy ^ 

^ - 2x^ + 2ny = 0 
dx^ dx 


(9.119) 


(9.120) 


(9.121) 


(9.122) 


(9.123) 


(9.124) 


có nghiệm được biểu diễn dưới dạng một đa thức được gọi là đa thức Hermite 
và có dạng 

l)(^-2)(n-3) 


y{x) = Hn{x) = {2xỴ - 2h2_^(2x)” 2 


2 ! 


■(2x)"-" + 


= (-l)V 


I đl^ 
dx^ 


(9.125) 


với n — 0,1, 2, 3.... 
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Chẳng hạn: Hq{x) — 1; Hịx) — 2x; H 2 {x) — — 2;.... 


Đa thức Hermite thoả mãn 

hệ thức trực giao sau 


/ 

Các công thức truy toán: 

p[‘ị{x)dx — \/ữ2”n! 

CX3 


xHn{x 

1 

) = nHn-l{x) + ịHn+l{x) 

(9.126) 

xHn-l{x 

) = (n - l)P„_ 2 (x) + ]^Hn{x) 

(9.127) 

xHn+l{x 

) = (n + Ì)Hn{x) + ỉp„+ 2 (a:) 

(9.128) 


P4. Đa thức Legendre 

Phương trình vi phân: 

{l-x^)^-2xị+iự+l)y = 0 (9.129) 

dx^ dx 

có nghiệm được biểu diễn dưới dạng một đa thức được gọi là đa thức Legendre 
và có dạng: 

1 o 

P£{x) — — 1)^ trong đó : = 0,1, 2,... và — 1 < X < 1 (9.130) 

2^1! dx^ 

Chẳng hạn: 

Po(x) = 1; Pi(x) = x; P 2 (x) == i(3x^ - 1) 

Đa thức Legendre thoả mãn hệ thức trực giao sau: 

p 2 

J Pi{x)Pi>dx = 2 ^+ 1 ^^^' 


Công thức truy toán: 


Pi^ 


2£-l 


Pi-I- 


£-1 

2 


Pi-2 


Trong cơ học lượng tử người ta thường dùng dạng mở rộng của đa thức (9.130) 
được gọi là đa thức Legendre liên kết, và có dạng: 
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Đa thức này chính là nghiệm của phương trình Lengendre liên kết: 


dx^ dx 


ơ+1)- 


m 


1 — x^ 


y = 0 trong đó m = 0; ±1; ±2;... ± t’ 

(9.131) 


Hệ thức trực giao: 


pp{x)ppdx = 


2{£ + m)! 


(2^+l)(^-m)! 


ổ. 


P5: Đa thức Lageurre 

Phương trình vi phân dạng 

d^Lk{x) 


X- 


+ + kLk{x) = 0 


dx‘^ ' '' ^ dx 

có nghiệm là một đa thức của X, được gọi là đa thức Lageurre 

d 


Lk{x) = 


(9.132) 


(9.133) 


Chẳng hạn 


Lq{x) — 1; Li{x) = 1 — x; L 2 {x) —2 — Ax + x ‘^,... 

Nếu lấy đạo hàm hạng j của Lk{x) theo X thì ta được đa thức Lị{x) và được 
gọi là đa thức Lageurre liên kết: 




(9.134) 


Đa thức này chính là nghiệm của phương trình Lageurre liên kết 


X 


+( J +1 _ pjm + kLn.) =0 


dx"^ 


dx 


(9.135) 


Hệ thức trực giao: 


^ LÌ{x)Lị,{x)Pdx = 


P6: Sự chuyển từ hệ toạ độ Descartes sang hệ tọa độ cầu 

Trong hệ toạ độ vuông góc, vị trí của một điểm M được biểu diễn bởi 3 toạ độ 
X, y, z, trong lúc đó trong hệ toạ độ cầu 3 toạ độ đó là r, 9, (p. 
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z 


y 

X 

Ta có quan hệ giữa các toạ độ vuông góc và toạ độ cầu nhu sau: 

X — r sin 0 cos Lp 

y — rsiĩìOsiĩKp (9.136) 

z — r cos 6 

Phần tử thể tích trong toạ độ cầu là: dV — r^dr sin 9d9d(p, trong đó sin 9d9d(p — 
dQ là phần tử góc khối (góc đặc) 

Nguợc lại 

r = + + 

9 — aiccos z{x‘^ + y‘^ + (9.137) 

ip — arctan(y/x) 

Xét một hàm f{x, y, z) trong hệ toạ độ vuông góc, nếu thay X, y, z bằng các biểu 
thức trong (9.136) thì ta đnợc hàm / phụ thuộc vào các toạ độ cầu r, 9, (p. 

Bây giờ ta tính đạo hàm của /(r, 9, (p) theo các toạ độ X, y, z. 

df d f dr dfd9 df dip 
dx dr dx d9 dx d(p dx 



(9.138) 
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Ta phải tính các đạo hàm riêng: 

dr dO dip 
dx' dx' dx 

Các đạo hàm này có thể tính được như sau: 


dr 

dx 

de 

dx 

d(p 

dx 


X 

— — — sin 9 cos ip 


-ự x‘^ + y'^ + z‘^ r 

xz i 

+ y^{x‘^ + + z‘^) r 

y sin Lp 


1 

= - cos 0 cos ip 


x^ + y^ 


sin ớ 


Tương tự: 


dr 

dy 

09 

dy 

díp 

dy 


dr 

sin 9 sin ip] — — cos 9 
ơz 

- cos 9 sin íp] — = - sin 9 
r ơz r 


cosO 
r sin 9 ’ 


az 


Thay các đạo hàm ở (9.139) và (9.140) vào (9.138), ta được 

df df df Isiní^ỡ 

= sin ớ cos ip^ + -cos9 cos (p^ -^- 7 - 

ơx ơr r ơ9 r sin 9 

Tương tự, ta tính được biểu thức của và theo các toạ độ góc. 

Bây giờ ta tính dạng của của toán tử Laplace trong toạ độ cầu.Trong ' 

vuông góc, toán tử này có dạng: 

q2 q2 q2 


A/- 


dy‘^ dz‘^ 


f 


Chuyển sang hệ toạ độ cầu, ta được 

. „ 1 ỡ 2 ^/\ , 1 

Af = —r — 

J.2 Qj,l J,2 Q QQ 


d9 sin 9 OÌỌ^ 


Như vậy toán tử Laplace trong hệ toạ độ cầu có thể viết như sau 




(9.139) 


(9.140) 


ệ toạ độ 


(9.141) 


(9.142) 



(9.143) 


Trong đó là phần bán kính của A và có dạng 

A — ^ ^ f 2 ^ N 

^ J,2 Qrp T ) 

Còn Aộ (p được gọi là phần góc và có dạng: 

1 ỡ . . ớ . 1 

^ (9.144) 

sìn9d9 d9 sin 9 d(p^ 

P7: Bảng chử cái Hy Lạp 


A 

a 

Alpha 

B 

/5 

Beta 

p 

7 

Gamma 

A 

ô 

Delta 

E 

e 

Epsilon 

z 

c 

Zeta 

H 

ĩ] 

Eta 

0 

9 

Theta 

I 

i 

lota 

K 


Kappa 

A 

X 

Lambda 

M 

p 

Mu 

N 

V 

Nu 



Xi 

0 

0 

Omicron 

n 

7T 

Pi 

p 

p 

Rho 

E 

ơ 

Sigma 

T 

r 

Tan 

T 

V 

Upsilon 

4> 

ộ 

Phi 

X 

X 

Chi 

T 


Psi 

Q 

UJ 

Omega 
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Độ bất định, 84 
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Móc Poisson cổ điển, 150 
Móc Poisson lượng tử, 149 
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Năng lượng suy biến, 179 
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Phương trình liên tục, 99 
Phương trình Schrodinger 
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phụ thuộc thời gian, 148 
Phương trình Schrodinger ba chiều, 134 
Phương trình Schrodinger không phụ thuộc 
thời gian, 103 

Phương trình Schrodinger phụ thuộc thời gian, 
98 

Phương trình thế kỷ, 203 


Tích phân chuyển động, 152 
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Thế bậc thang, 119 
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Tiên đề IV, 98 
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Trị riêng suy biến, 49 
Tuyến tính, 49 
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Toán tử chiếu, 57 
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Trạng thái dừng, 102 
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Nhiễu loạn tuần hoàn, 283 


305 



